EXIHA TPA®PUYKA METOJA 3A PEIHIABAIKE
HA PABEHKUTE

Joxxe Ynuap

I'pahuukute MeTOAM C@ MOBeKe ce HeryBaaT BO MaTema-
TukaTa. Mery HMB BaXHO MeCTO 3a3emaaT pasHM Ha4YuHM 3a
rpaguyko onpenenyBame NMPUGIMKHHTE BPEAHOCTH HA peasHUTe
KOpeHW Ha pasHM THIIOBU paBeHkH. Hue naBame Tyka enHa me-
TOJa KOja Ce 3acCHMBA Ha eJHO CIelLMjaJHO NpPeCIuKyBare Ha
pamHHHaTa cama BO ceGe. Bo T. | Ke ro pasriemame Toa mpec-
JUKyBake W Ke IOKaXeme KakO TOa BO W3BECHW CJydyau MOXe
110JIe3HO Ja Ce MCMOJ3yBa 3a upTatbe Ha KpuBd. Bo 1. Il u Il
Ke Io npuiloXume U3yyeHOTO MpPECIHKyBame 3a rpauko petia-
Bathe Ha PABEHKH CO ellHa HENO3HAaTa M Ha CHCTEMM DaBEHKU CO
JB€ HeMO3HaTH.

I, ipecnukyBameTo £=1(x), n=g(y)

1. Bo pamuunata u36Gupame jBe MNpaBOarjd KapTe3HUHH
koopauHatHu cuctemu Oxy u O%Fn, NpU KOW KOOPAMHATHUTE OCKH
COBMaJHyBaaT, HO MMaaT CIPOTUBHU CMEPOBH — KaKoO LITO e
NMOKaXaHo Ha cJia. 1.

[Toroa usbupame en- 7
Ha NpOM3BOJIHA (eX- 79 m |
HO3HAYHa U HeNpPeKH- Man
HaTa) pyHkuuja f(x),

JepuHupaHa BO HH- s
TepBanoT a <  x< b, E
U efHa QyHKuUH]a |
£(y), nepununpana 3a |
c<y<_d. 3a Tou- |
KuTe M WwTO Jnexar M

BO MpaBOaroJHUKOT %
I1, 3arpaneH co npa- < 4:{(:3
BUTE x=a, y=b, y=c,

JV =d, onpeneayBame Cn 1

cera CO mnomoiuTa

Ha ¢yHKuuute f(x) u g (y) eNHO €IHO3HAYHO IIPECIUKYBaIbE 7.
Ha cexoja Touka M (x, y) oxn Toj npasoaroanuk Il Heka i
OoArosapa IIpy MpecCUKyBaweTo = Toukata M' (%, n) uyuu WTO
KOOpauHaTH &, n MO OAHOC Ha cucTemaTa QFn ce Hajgeny ¢q
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(1) E=f(x), n=g(»)

[Tpu oBa npecaukysame x Toukute M on IT ce npecinkyBaar
BO TOukuTe M’ Ha Hekoja o6iacT IT" on pamHuHata. [eduuupa-
HOTO MNpeciinKyBakhe n € e0H03HAYHo, T. €. Ha cexkoja Touka M
ox Il nn oxrosapa eiHa, HO U eAHa cama Touka M oxm IT.

3a na moxeme e HOCTaBHO rpadMyku na ru ompepeinme
cavkute M’ on ToukaTa M, ONpu NpecinKyBaweTO n, Fo HaLpPTY-
BaMe BO KOOpAMHaTHaTa cucTema Ox% rpaukoT Ha (pyHKUM]aTa
&= (x), a BO cuctemata Oyy rpadukoT Ha (yHKUujaTa 1 =g(y)
(Buau ca. 1). — Hexa e samanena cera eaHa Touyka M Bo IL
['o HaupTyBame NpaBOAarOJHUKOT Ha KOj CTpaHUTe My ce
flapajieslHi CO OCKWTe Ha M3OpaHuUTe KOOPAWHATHH CUCTEeMH, a
a 0] TeMuUmara eJHOTO My e BO M, a MO enHO My JeXM Ha
HauprauuTe rpaduuu Ha QyHkuuuTe £=7(x) U 5=g(x). Ona
TeMe Ha OBOj NpaBOaroJiHUK, ILITO € CIPOTHBHO HAa M, e ciukaTa
M ox M npu NpeciMKyBameTO x — LITO € eBUNEHTHO of Ci. 1.

JacHO e mexa Ha WCT HauyWH MoOXe [1a ce oOrnpeuend w
opuruHaaHata Toyka M awo e 3apmameHa ciaukara M'. [IpaBo-
aroJIHWKOT MNOYHyBaMe ja ro Lprame cera On Toykata M,
MOBJEKYBajK1 HU3 Hea NpaBy NapaJiesitii CO KOOpAMHATHUTE OCKH
LO npeceuuTe CO HaupTaHWTe KpuBM MTH. Ho, 3a pasinka on
NpefoJIHUOT Chayuaj, cera Moxeme jna goGueme He CaMmoO ejleH
BaKOB NpaBoaroJiHYK, ako e 3ajnafeHo Temetro M', Tyky M no-
BeKe. 3Hauu, enHa ucTa TOouyka M’ oa I moxe jma Gune Inpu
NpeciuKyBameTo 1 CIMKA He CaMO Ha eJHa, aMM U Ha [OBeKe
Toyku oxf II. EaHO3HAYHOTO mnpeciuKyBawe =, 3HauW, He e
obpaiino-enHo3HayHo. CaMo ako ¢yukuuute f(x) u g(y) ce
MOHOTOHHU, MMa NIPU TPECIAUKYBawmeTO 7 CeKoja ciuka M’
camo efed opuruHan. Crnpema TOa, BO OBOj creuujaneH Ciyuaj
IpecIMKyBameTo 1 e 06paTHO-eLHO3HAYHO.

Axo dyHkuuute f(x) u g(y) ce TUHeapHU, MPECIHKY-
BamheTo m e eJHO cheuujanHo a( M HO MpecluKyBamwe.

2. AKO Hajx TOuYkuTe Ha enHa KpuBa K koja nexu Bo Il
rO U3BpUIMMe TpecJuKyBaweTO n, fo6uBame BO II' emHa KpuBa
K’ — cauka, npu &, on kpusata K. Toa MOXe BO U3BeCHHM Cllyyau
¥ NPaKTUYHO Ja Ce UCION3YBa; HA Mp. 3a HaUPTyBake Ha HeKoja
KpuBa 3afafieHa cO paBeHKaTa F (&, n)=0, ako ru 3Haeme rpa-
Guunte Ha Qynkuuute f(x) n g(y), U aKO MOXeMe JIeCHO Ja
ja Hauprame kpusata F(f(x), g(y))=0. Tpe6a camo TOYKUTE
(npakTuyHO camo wusBeceH Opoj TOuku) Ha KpuaTta F(f (x),
2(»))=0 naru npeciukame — HpH HallleTO MpecCIUKyBathe w1 —
110 rope MBJIOXEHUMOT MeToH. IlpecivkaHuTe TOYKM JexXaT Ha
6GapanaTa KpuBa. |

ITpumep. Ke ro unycrpupame ropHoTo Co OBOj npumep;
Hla ce KOHCTpyupa mo ropHaTa MeTOJa eauncara

Ez 2
(2) ; + ?); =1
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Pewenue. Papenkara (2) ja nuuiysame BO BMI,

2
(2 z2 4 % 1% = a2,
H CTaByBame
aQ
(3) &= X, _b_' n=y.

[lpu npecaukyBawmeTo n uzbupume f(x)= x, g(y)s%y.
On (2') n (3) ru enumunupame £ u n, na go6uBame

4) ‘ X2+t =q?,

Emuncara (2) e, 3naum, npu naGpaHOTO NpeCIUKyBame T,
C/lMKa Ha Kpyror (4).

Ha cni. 2 ce o6enexenu nonyockute OA u OB Ha enuncaTa.
Han OA xako crTpana HaupryBame KaapaT, a Hajg OB Kako
€lHa CTpaHa — NpPaBOaroJHUK 4Yuja MOJNOJra CTpaHa € eJHaKBa
Ha OA (Bumu ci. 2).
Onwe mujaronanu Ha 7
OBHUe “ZIBe HalUpTaHH

urypn wTOo MHUHY- ’

BaaT Hus O ce rpa- ! ;\B' Lt M’

¢y na uabpaHute , ' =

dynxuun f(x) n g(p). . ]

3apanu morojnema ¥ 5 I —— Ff.A_g
nperaeaHoCT Ha CJ. t |

2 HaupraHu ce —
KaKO CJIMKY Ha TOUYKH
Ol KPyroT CO paguyc .
OA v ueutap Bo O — * \_d
camo u3BeceH 6poj N

OHUE TOYKH Ha eJUII-

¥,

s

caTa WTO JiexaT BO X
| KBampaHT Ha cuc- Ca. 2.
Temata O%n.

Bunejkn Bo HawmoT cayyaj ¢yukunute f(x) u g(y) ce
JmHeapHu, Toa w e eHO a P U H O NpecnuKyBarbe. A npu apuHuTe
Npec/MKyBarba TaHreHTUTE Ha OMJO KOja KpuBa lpejayBaar
BO TaHTeHTH Ha MpeciMKaHaTa KpuBa. TaHreHraTa f Ha Kpyror
(4) BO Hexoja HeroBa TOuka M mnpejayBa, 3HauW, npu npecy-
KyBawbeTo m, BO TaHreHTara t' Ha eauncara (2) BO ToukaTta M’
Koja e cimka oo M. Bunejku ¢ muiysa uus M, Toa 3a na ja
KOHCTpyWpame TaHIeHTaTa ¢ HM € HyXHa yWTe efHAa HejauHa
TOouka. Ha ci1. 2 TaHrenrtarta ¢ e KOHCTpyMpaHa CO NMOMOULITA Ha
ciukatd 77 on npecekoT 7 Ha TaHreHTaTa ¢ M p-OCKaTa.
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3. Mlpecaukysawero m MOXeme Ja ro [oJ3yBame M 3a
pTalbe, TOYKA M0 TOYKA, Ha KPMBM 3alaJileHH CO MapameTapCKu

paBeHkH. — Heka Hu ce 3ajafeHH paBeHKHTe
(5) E=f(2), n=g()
? Ha eIHa KpuBa. Tou-
e P fag, KUTE€ O OBaa KpuBa
b, 5 ce CAMKMUTE TIpH Ipec-
L0 JIMKYBambheTO 7 Ha TOY-
% KWTE OJ npBaTa X=J).

HaBucTuHa enMMMKHU-

¢ Pajkn ruxu y on (1)
" M O] napameTapcKuTe
paBeHKU x=1, y=1 Ha
OBaa TipaBa, 'm nobu-
$0p Bame paBeHkuTe (5).
&y Ha cn. 3 e noka-
JKaHO Kako ro nobu-
Bame rpauKoT Ha (9),
: aKO HU Ce lafieHu rpa-

Cn 3 duuuTe Ha f(x) U g(p).

IL Fpadpuuko pemaBame
Ha paBeHkaTa F(f(x), g(»)=0

3a ;a ru Hajaeme rpauyKy peanHUTe KOpEHU Ha paBeHKaTa
(6) F(f(x), g(x)=0, e<<x<b

Ke 0 KOpPUCTUMEe MaK NpeciHKyBaweTO «, geduHupano co (1).
dyukuunte f(x) 1 g(x) Heka OWIaT MOHOTOHH.

MeTrosaTa WITO Ke ja W3J0XMMe e 3rOfgHa TOratl Kora
rpaduunte Ha f(x), g(x)u F (%, n)=0 necHo ce upraar.

I'n HaupTyBame kpuBuTe £ =7 (x) U n=g(y) BO cucTemara
Oxt onH. Oyn, a BO cuctemata OEn KpuBaTa

(7) . F(Er I]):O_

[Moroa, no moroxoT on I, 3‘—— NpecinKyBajky ja, mpW =, Inpa-
BaTa X=J — ja HaupTyBame KpuBaTa JAajeHa CO

(8) E=f(f), n=g(t); a<<e<h

Heka e P, (§, n,) eaHa mpeceyHa Touka na kpubute (1) u
(8). Toraui nocTou -elieH ¢=¢, 3a Koj Baxu &, =7 (#), n =£(4).
Bunejkn P, nexu Ha kpusata (1), e F(%, n)=0 nan F(j(4),
g(t))=0. 3Hauu x=x,=1, e eled KopeH Ha papeHkaTa (6).
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[IpakTuyHo ja mpounTyBame BpPemHOCTA X;, 3HAuM, HA TO] HAYMM
WTO on P, rnoBjeKkyBame MpaBa TMapajejHa CO n-0ckaTa o
npecexoT (Q Co KpuBaTa &= f(x), a on Q napasesna co £-ockaTta;
OBaa fapaJeJia ja ceye x-0CKaTa BO TOYKaTa 4Ynja ONCUUCA X € X,.
KopennTe ru npountyBame, crpema 10a, Ha x-0ckaTa (BUIU CJI. 4).
" OBoj meTtopn e
HapoOuYHO 3rojeH Kora 7
¢pyukuuute f(x) wu
g (x) ce JuHeapHu. 799 Y
Toram «kpuBaTta (8) ’
e fpaBa M JeCHO ce
HalpTyBa.
3abeneurka.
Ceto ropuo e Bo Y
culla M Toraul Kora
(yHkuujata g(x) He
€ MOHOTOHA, HO f(x)
Ja e MOHOTOHa.

Axko e g(x) mo-
HOTOHA, a f(x) He e
MOHOTOHa, TOraui Ko-
peHUTe MOXeme Jna
I f[pOYHTYBamMe Ha
y-ockata. Bo o0BOj
ciay4aj Teriume ox P, mapanena co £-0ckaTa IO NpecekoT CO
KpuBaTa =g (y), a 04 OBO] MpeceK mapajeja CO 1n-0CKaTa;
OBaa napasena ja ceue y-OoCKaTa — Ha KoOja e o6enexeHa Ckaja
— BO TOUYKaTa Ha KOja BO Taa CKaJja it npunara 6poj Koj e exeH
KOpeH Ha paBeHkaTa (6).

A aKou f(x) u g (x) He ce MOHOTOHM, TOralll OMMIIAHATA
METOlla MOXe M 1a He HM Jaje KopeH Ha paBeHkaTa (6). Bo
OBOj Ciyyaj, 3a Aa I Hajieme KOpeHuTe, Tpe6a Aa I't HaupTame
CUTE CTpaHM Ha NPAaBOAroJHULUUTE YHE €IHO Teme € BO npece-
KOT Py, Hemy COCeLHHTe TeMHIba Ha KpuBHTE £ =f(X) U 1 =g(y),
a CTpaHWTe Ha KOM Ce MapajlelHi CO KOOPAHHATHUTE OCKH.
[lomery cuTe oBue mpaBoarosHuuy ru usGupame cam o oHue 01
HUB, IPH KOM TeMMbaTa WITO Ce CNPOTHBHU Ha P, jexaT Ha
npaBata X=yp. 3a cexoj mpecek P, moctou Gapem eleH TaKoB
npaBoarojHuK. TOYKMTE BO KOHW OHME CTpaHu Ha OBHE mpaBo-
aroJIHMUM LITO He MUHYBaaT HM3 P, ja ceyaT X-0CKaTa, HU '
onpejenyBaar OapaHuTe KOpeHu: TOoa Ce alCUUCHUTe Ha OBMe
TOuku (B0 Oxy cucrtemara).

[Ipumep. Kako npumep Ke ja peuiyme no oBaa MeToja
paBeHKaTa

(9) sin (5-2x)=2(2 - x).

Pewenue. T'v HaupTyBame npaBute £=5-2x u n=2(2 - jp),
W KpuBaTa n=sin g BO cuctemute Ox&, Oyn onH. O&n (Buan
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ci. ). Hauprauure npasu ce rpaduuy Ha ¢ysKuuuTe £ = f (x) 1
n=-g (y) Npu HaweTO npecinkyBawe m. Cnukara Apu OBa Mpec-
JMKyBate n Ha NpBaTa X=p ja poOMBame, aKO I'M KOHCTpyupame
C/MKHTEe HAa OMJIO KOM JBe TOKYM oj mocjemnata. Ha ca. 5 ce
HauprTaHu cankute O’ u M’ on O u M. Cekoj mpecek Ha npa-

!

«f"\' 2
&
~N
-1
[4]
y §
of P=sing
£ S
M *

Cn. 8.

BaTa O'M’' co cunycongata n= sin & omnpegenya 1o efieH KOpeH
on (9). LprexoT nokaxypa Jieka Mmame CamoO eleH Ipecek,
3aToa paBeHkaTa (9) uma emen cam peaseH KOpeH x=x,. Toj
Jexu mery 1,5 u 1,0.

III. T'pagpnuko pemaBame HA CHCTeMAaTa
paBeHKH D(f(x), g(x)=0, F(x, y)=0

Co momouwiTa Ha NpeciIHKyBaweTO = Ke ja peluaBame rpa-
(pyKK W cucTemaTa paBeHKH OA BUAOT

(10) ©(f(x), g(1)=0, F(x,)=0; a<x<bh, e<<y<d,

Kajne wiro f(x¥) u g(y) ce Npou3BOJHH MOHOTOHU (PYHKUUM.
I'v n36upame KOOpIMHATHUTE CMCTeMH kako BO I, 1 u mpe-
ciukyBaweTo n geunupano co (1). I'm naupryBame KpuBUTE
E=f(x), n=g(y) Bo cucremta Ox% onH. Oy, a BO cucTemara
O &n KpuBaTa
(1) D (& n)=0.

[Toroa ja nHaupTyBame, TOyka Mo TOYKa, CIAMKATa OJ KpuBaTa
F(x, y)=0 npu upeciuxysamero n. PaBeHkaTa Ha npecivkanaTa
KpHBa Heka e g

(12) F(&,1)=0.
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Heka e P, exHa npeceuyHa TOYka Ha kpusute (11) u (12).
HaupTtypame npaBoaronnuk ume enuo TeMe e P,, cocemHuTe
TEMHIbA 1a My neXaT Ha KpuBHTe E=f(X) u n=g(p), a CTpaHuTe
Ad My Ce lapajiesiHii co KoopiuHatHuTe OCku. OHUME CTpaHu Of
OBOj NpaBOAaroJIHUK KOW He MUHYBaaT Hu3 P, ru ceyaT x- U
J-0CKaTa BO TOYKUTE '
(x4, 0) u (0, y,). Enxo -7
pelleHue Ha CUCTema-
Ta (10)e x=x,, y=y,.
HaBuctuna, ako P,
HMa KoopauHartu &,
0, Baxu @ (g, ,) = 0.
A nocToMm enen x, u
elled y; 3a Koj e &, =
J (%) onn. n,=g(p,).
P, e, 3Haum, CiivKa Ha
ToykaTta P (x,, y,) on
cuctemata Oxy npu
NpeCAUKYBabeTo m.
A Gunejkun P, e enmen
IpECCK HAa KpUBUTE
(11) n (12), Toa P ¢ L
elet NpeceK Ha KpH-
uTe (10). Baxu, cnipe- Ca. 6.
Mma Toa:

D(f(x), g(3) =0, F(xy, y)=0,

T.e. IIBOjKaTa GPOeBH X=X, y = p, NIpeTCTaByBa HaBUCTHHA €1HO
peiene Ha cucremata (10).

MeTonoT e HapouHo sroneH kora F(x), g(¥) n F(x, y) ce
JiHeaphu; Torawl kpusata (12) e npasa.

3abenewka. Ako yukuunTe S (x)n g(p) ne ce mouo-
TO!YW, TOralll 3a Ja ru noGueme pelleHujaTa oI (10), om cure
MOXHW rope CllOMEHAaTH NpPaBOAroJHULK CO e€oHO Teme BO P,
TpeGa xa ru usbupame camo OHMe, 1pU KOW TeMHH-ATA LITO Ce
CIpPOTHBHU Ha P; UM JAexar Ha KpusaTa F(x, y)=0. pu cexoj
npecek P; noctoun Gapem efeH BakOB npaBoaroyHuk. Cekoj
npecek F, Ha kpuute (11) u (12) onmpelnenyBa, 3Haud, Gapem
CLHO pelllenne X =x,, y=yp, Ha cucTemarta (10).

IMMpumep. 3a unycrpanuja re ja peuMme Mo oBaa meToaa
CUCTeMaTa paBeHKH

(13 -2 x)2 4 (10 - p)2 = (%)2

Sx+2y -40=0,

(13)
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Pewenue. Tn nauprysame (Buzu cn. T) npasute

£E=13-2x 7n=10-y
5x+2y-40«0,

u npaBaTa

Mocnennara npasa ja npecaukyBame no meronara oz I, 1. Hej-
3UHaTa CJMKa e ofpenesieHa Ha cJ. T co ciukute M, N' on M, N.

2
Hejaunute npeceyeuu Touku P, u P, co KpyroT £2+n?= (—%)

onpenejyBaaTt jBe (NpuOAWXKHH) peilleHnja Ha cucTemaTta (13),
UMEHO

(14) X =~42 y,=95 u x=51 y,~5]1.
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Zusammenfassung
EINE GRAPHISCHE BESTIMMUNG VON GLEICHUNGSLOSUNGEN
JoZe Ulcar

I. Man nimmt zwei kartesische Koordinatensysteme Oxy und O&n,
die in einer solchen gegenseitigen Lage sind, wie es die Fig. 1. zeigt.
Es wird dann eine eindeutige, aber nicht ein-eindeutige Abbildung w:
M (x,p) - M’ (&, n) mit (1) difiniert. Dieselbe Fig. zeigt, wie man aus M
sein Bild M’ bekommen kann. Das Bild von der Geraden x=yp ist eine
Kurve, die mit den Parametergleichungen (5) gegeben ist (siehe Fig. 3).

1. Die Gleichung (6), wo f(x) und g(x) beliebige monotone Funk-
tionen sind, wird graphisch geldst, indem man die Kurven (7) und (8)
aufzeichnet, und die Abszissen der Urbilder, bei der Abbildung w, derjeni-
gen Punkte, in welchen diese Kurven geschnitten werden, abliest (Fig.
4). Diese Abszissen sind die reellen Wurzeln der Gleichung (6).

Wenn aber die Funktionen f(x) und g(x) nicht monoton sind, mufl
man, um LOsungen von (6) zu bekommen, nur die Abszissen derjenigen
Urbilder eines jeden Schnittpunktes der Kurven (7) und (8) nehmen, dic
auf der Geraden x=y liegen.

Die Methode ist besonders glinstig, wenn die Funktionen f(x) und
g (x) linear sind, wie es z.B. die Gleichung (9) und seine graphische
Losung auf dem Bd. 5 zeigt. ;

Ill. Das Gleichungssystem (10), wo f(x) und g(y) beliebige mono-
tone Funktionen sind, kann man graphisch folgendermaBen 10sen. Man
zeichne die Kurve (11) und das Bild, bei der Abb. o, der Kurve F(x,»)=0;
die Gleichung dieses Bildes sei (12). Die Abszisse x; und die Ordinate p,
des Urbildes eines jeden Schnittpunktes von diesen gezeichneten Kurven
 sind eine LOsung x=x;, y=y, des Gleichungssystems (10) (Fig. 6).

Wenn die Funktionen f(x) und g(y) nicht monoton sind, mu3 man,
um Losungen zu bekommen, nur die Abszissen und Ordinaten derjenigen
Urbilder der Schnitipunkte der Kurven (12) und (13) nehmen, die auf der
Kurve F(x,p)=0 liegen.

Die Methode ist besonders giinstig, wenn f(x), g(») und F(x,p)
linear sind, da dann (12) eine Gerade ist. Das Gleichungssystem (13) ist
ein Beispiel dafiir. Seine LOsungen (14) kann man auf dem Bd. 7 ablesen.



