JOXE VIJIYAP

3A 3HAKOWUTE HA MAPLWJATHUTE U3BOOIU
oo EOHA ®YHKLUWIA CO OBE IMPOMEHJIMBU

Bo eana coja noma') V. Bononcini gaBa reomeiipucka
uniepiipeliayuja HA 3HAKOUTIE HA CYKYECUHU U3BOJL OJ eJHA (YH-
kyuja y=1f(x). Bo oBoj Wpys naBame exno obolwiienue na maa
unlieplpemayuja 3a cayyaj na egna ¢ynxyuja z=F(x,y), kaj koja
wimo 3Hakouilie HA Uapyujannuiie u3BOAU vayp ox uciu pen ce
e/HaKBU UL Ce eJHAKBU CAMO Kaj Onue 04 Hu apu kou p (3Hauu
u v) uma uclia Gaprocll — Kopucliejku ro BO OUIMHOCT Meio-
aom Ha Bononcini.

Heka e z=F(x,y) peanHa c¢yHKuMja OJ pealHu MNPOMEH-
JUBU X M y, meduHupaHa Bo o6iacTa

lx-x|<a, |y-y|<a,

CO mapuujajH¥ M3BOAM OJI NPOM3BOJEH pel ¥ I'M 3aJ0BOJYyBa
ClleIHUTe YCJIOBHU:

1. Bo Touxara (x,,y,) cuTe mapuujaiHu M3BOJIH Fyv,e O
n-T pen ol ¢yuxuujata F(x,y) He ce Hyla, a HUBHUTE 3Ha-
KOM Ce MIM

() cuTe enHaKBH, MM

() emHaxkBu Kaj OHMe OJ HMB MpPW KOU P (3HAYM U V) MM
MCTa NapHOCT; \

2. IpB HapeleH ON n NOBUCOK pejl Ha MapuMjajHUTE M3-
BOJIM CO MapHOCT CINPOTMBHA Ha n WITO CHTe He ce HyJa e
n+2r+1, a 8a HaBHUTe 3HAUM BaXW OHO] o1 YCIOBUTe («) W
(B) Kako M 3a MBBOIMUTE O A-TU pel, W

3. HajBUCOKHOT pell, MOMal OJ 7, Ha apuUMjaJHUTEe U3BOAU
Fv,p KOM He cuTe Ce HyJa e m.

Hexa pa, monatamy, miockocrta

(H) zm“Fm(xay);

) Vittorio E. Bononcini, Interpretazione geometrica dei se-
gni delle derivate successive di una funzione y=f(x). Bolletino della Uni-
one matematica italiana, Serie Ill, Anno IV, N2 3, p. 267, Bologna, 1949.
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kage wTo Fp(x,y) € NOAMHOM BO X MU y OX m-Ta CTeleH,
umMa CO IIOCKocTa z=F(x,y) BO Toukata P, (Xo,¥o, F (Xo,Y0))
nonup onm m-td peln. [lnockocta (IT) Ke ja Bukame ockynaiio-
pen flapabonous ox m-Wu pexy Ha JajgeHaTa MJIOCKOCT BO TOY-
Kata P,.

Mpu OBMe NPETHOCTABKH 3a OKOJMHMTE (Ay), (A) u (By),
(B,) Ha Toukata (x,,y,), neduUHUpaHu CO

(4) 0>x -%20,8>y -y,>0;
(Az) 8>x-% >0,8>y,~-y >0;
(84) 8 =X%-x =>0,8>y -y, =>0;
(B,) 8 =n 2y >0, 8 =y —v =0

npu. 1O0BOJHO Man & >0 3a onue nBa gena IT4 u Il,,, ONHO-
cHO Ilp, u Ilp,, Ha OCKynaTOpHMOT napaSonoun Il yuu wWTO
NpOeKUMM Ha xy-pamHuHaTa ce obGaacTute (A;), (A,), OJHOCHO
(B1), (B.), Baxu cnenHata Teopema:

Arko F* u F,"t¥+1 po cayuaj (o), umaaii egnaxBu 3nayu,
moraw 114, Gobpry ce oazzaﬂeqysag) ox anockocma z- F(x,y) Bo
moukaifia P, omronxy 114,. Ako [Mue 3HAKOBU Ce pa3audnu,
moraw HA2 ce oxpanedyBa foopry ox II 4.

Aro F,* u F "2+t o cayyaj (B), umaali esnaxBu 3uayu,
moraw 11 g, Gobpry ce oxzanedysa ox Grockocma z~=F(x,y) Bo
moukaiia P, omxoaxy Ilpg,. Axo ce Mue 3naxkoBu pasiudnu, mo-
raw Ilp, ce oxpanewysa toobpry ojn Ilg;.

[okas:

Bunejku cute napumjanun ussopy Ha F(x,y) BO (X, o) 1O
BKJIYUMTEJHO m-TU peJ Ce paBHM HA COOJBETHUTe MaplinjaliHu
usBoaM Ha F, (x,y) BO Taa TOYKa, a cOpema MNPeTINOCTaBKUTe
CHTe DapuujajHd M3BOJM Ha F(x,y) BO P, uuM 1ITO pen e
m+1, m+2, m+3,---, n-1; n+1, n+3, n+9,---, n+2r-1 ce
HyJa, a CUTe [apuujajHd U3BOLM OX n-TM W n+2r+1-Bi peq
He ce HyJa, Toa 3a pasiukata F(x,y)- F,(x,y), pasBuBajku ja
Bo pen Ha Taylor okony P,, moGuBame

?) T. e. MpOK3BOJHA KpHBa Ha II ce onjajeuyBa OJ Koja JIa € Kpu-
Ba Ha JajleHara IUIOCKOCT NOOpry Ha OHaa CTpaHa OJ KpuBara IUTO JeXH
Ha 114y, camo aKko JBeTe KPUBA MMaaT BO P, TakBa 3ae/JHMYKA TAHIEHTA
WTO npoekuujara i nara Bo (A;) n (A.).
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r (n+2i)
1 0 0
F(x,y)—Fm(x,y):ZW[a}k‘f-a}l] F(Xo,yo)+

(1) .

1 [ 0 0 ](n+2r+1)

BT IES)] Eck+7yl

17 (JCO Y 0) i
1 [ 0 o ] (n+-2r4-2)

m (Txk+a}-;l F(JCO-FOh,yO-I‘ek).

WsBpiuyBajku ja cmenara

k=2
(2)
[=2v
no6uBame co
X=Yo+k
y=Yot!

fpy NPOMEHJIMBU A U v, 3a v >0 TOKMYy OHME TOYKU OJ Xy-
paMHMHaTa WITO UM npumaraaT Ha o6xnacta (A4,) (npu 2>0) u
(4,) (npu 2<0), a mpu v<0 ToukuTe o obnacta (B,) (npu
A<0) u ox (By) (upu 2.>>0). :

Penauujata (1) cnepn opaa cveHa MOXKe Jga Ce Hamuuie BO
BUIL

3fld 0.
F(x,y)- Fnz(":?):m‘{[bfx"" é“yo] E (X0, yo) + 1 (2%) }*‘

A2 0 0 (n+2r4-1)
+m'{[a+®0] F(xo,yo)*i—&z(}\.)},

Kajge wWTO & (A*) U &,(X) ce cTpemaT KOH Hyjaa npu A~>0.

[lpu cpuxcen v, a npomenaus X, T. €. aKko ToukaTa (x,y)
ce NBWXM IO mpaBaTa LITO MHUHE HM3 ToukKata (X,,),) M uMa
arJIoB KoeuuueHT v, nBata CymaHmu OJ, JecHaTa CTpaHa Ha
(3) ce cTpemar KoH Hysaa npu A~>0, U Toa NPBMOT CO pel, KOj
¥MMa CIPOTHUBHA NMapHOCT Of 7.

[lpy noBoaHO Man X uspasuTe BO roJiemuTe 3arpaiu OJ
JecHaTa CTpaHa Ha (3) umaaT 3HAK Ha NPBUTEe CyMaHIu BO HUB,
T. e. 3HaK Ha
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04 -0 @
) %+ a0]” E ey
OJHOCHO Ha

()

o 0 (n+42r41)
[5}+0yb] F (5o, yo)-

Koeguuuenror (4) e Bo cayuaj («) npu v>0 no3uTHUBEH
UM HeraTUBeH cnopen Toa Ja JiM n-TUTe NapuujajHu U3BOJIM Ha
F(x,y) BO (%,;y,) Ce MOBUTHBHY WJIM HeraTUBHU. AHAJIOTHO Ba-
KM 3a KOeUUUEHTOT (9).
: Koeguuuenror (4) e Bo cayyaj (B) npu v<0 no3uTuBeH
WM HeraTHBeH CIOpej Toa ja iU e

Fy=Py = (= 1)} | Fx"0yP|
R
F =P pP = (- 1)p+l | Fx=0yl|

npu p=1,2,3,:--, n, U aHAJOTHO 33 KOE(MPUUUEHTOT ().

AKO mapuujajHuTe U3BoaU F," u F,*+*r+! ymaaT egHaKBU
3HAKOBM, TOrall ce BO chyuaj () Wnu CuTe HapuujalHU M3BOJIHU
OIL n-TU M ON, n+2r+ 1-BU pej MO3WTUBHU WIM CUTE HEraTUBHU.

Bo npBHOT ciyuaj, ako 43BONUTe ce MO3WTUBHM, ToOrall
KoeuuuenTuTe (4) ¥ (5) npu v >0 ce NO3WTHBHM. 3aToa 3a
2 >0 (obnacta (A,)) Opy JOBOJHO Majd A [BaTa CyMaHIH O]
JlecHaTa CcTpaHa Ha (3) umaaT 3Hak+, mojeka 3a A<0 (o6nacra
(A;)) vmaar, nopagyu CnpoTuUBHA NAPHOCT Ha n U n+2r+ 1, pas-
JMYHM 3HAKOBH, T. e. HaBUCTUHA II,4, 1TOGpry ce omnaneyysa ol
naockocra z=F(x,y) Bo P, ogowto II 4, »

Bo BTOpuOT cayuaj, ako mnapuujanH4Te UBBOIM Ce Hera-
THBHHU, Ce HeraTUBHH M koeuuuentute (4) M (5). 3aroa mnpu
JoBOAHO Masm A >0 (oGnacta (A;)) mBaTa BOOPOCHM CyMaHIu
ce HeraTuBHH, a npu A<0 (obnacta (A,)) ce cO COPOTUBHH
3HAlY, OJl KaJe 1ITO M3JeryBa Nax UCTUOT 3aKJIYYOK KaKo rope.

AHAJOrHO Ce MOKa)kyBa HMCHpaBHOCTA Ha Teopemara U BO
CUTe IPYrd MOKHU Clyyau.

[Ipu oBa ussenyBame ucnanHa onx obnactute (A4,), (A4;) u
on (B,) (B,) npaBata x=x,. Ho nokaxaHoTO Baxu M 3a Hea,
BO LITO ce yOelnyBame aKO MeCTO cmeHaTa (2) ja u3BpuiuMe
cmeHara :

k=2v

l=¥;

[lpu y=const. v ¥ jnaBa JOKakaHaTa Teopema 3a (hyH-
kuujata F(x,y)=f(x) pesyaratuTe Ha Bononcini.
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‘OcBeH JOKaxaHaTa Teopema MOXe Jia Ce MOKaxe, 3eMajKu
r'd TmpeJBM], 3HAKOMUTe Ha pasdmukata F(x,y)- Fn(x,y) BO cute
MOXKHM Cllyyau, Jieka BaxaT U ClieHHTe Teopemu:

I I1ay u I14, Bo cayuajoli (o), a Ilg, u Ilp, Bo cayuajolli
(B), ce na ucima unu cipeiusna ciipana ox dnockociia 2= F(x,y)
cliopejs Woa xa Jau i e dapen unu Heiiapen 6pOj.

I Ana sugroule na F* u F2HH (o wa - Bt 8
F 72+ ce egnaxBu, Woraw onaa o4 xpselle fnockocmu Tlay u
I14,, 0anocno ox Ilp, u Ilp,, Koja Tobpry ce oazanedyBa Of -
anocrkocma g=F(x,y) Bo oxonunaiia na Py e ,io0x“ um ,Ha g
maa unockocii ciiopen wWoa aa Ju Mue 3HAKOBU Ceé + uau —.

Aro 3suaroudie Ha F " u F,"+*rt1 (uau na F " u F ")
© Cce pasauynu, Worawl BOUPOCHAMA UNOCKOCH e ,idoa“ ,un Hazg“
anocrkocima z=F(x,y) ciiopes @oa za au n e Gapen unu Hedapen
apu F* >0 (uw F,*>0), a gpu F"<0 (uau F ,"<0) ciiopen
moa aa Jau n e Hedapen unil Gape.

Joze Uléar

UBER DIE VORZEICHEN DER PARTIELLEN ABLEITUNGEN
EINER FUNKTION VON ZWEI VERANDERLICHEN

(Auszug)

In einer Note gibt Vittorio E. Bononcini eine geometrische Deu-
tung der Vorzeichen von Ableitungen einer Funktion y=f (x)!). Hier wird
eine Verallgemeinerung dieser Deutung fiir eine Funktion z=F(x,p) Ee-
geben und zwar nur fiir den Fall, wo die Vorzeichen der partiellen Ab-
leitungen von derselben Ordnung entweder gleich oder wechselweise gleich
sind.

Es soll z=F (x,y) eine reele Funktion von der reelen Verdnderlichen
x und y sein, die in einer Umgebung von x=x,,y=p, definiert ist und
partielle Ableitungen von beliebiger Ordnung hat, die folgende Bedingun-
gen erfiillen:

1. Im Punkte (x,,p,) sind die partiellen Ableitungen Fxv 4 von der
n-ten Ordnung nicht alle gleich Null; ihre Vorzeichen sind entweder

(x) alle gleich, oder

(B) gleich fiir gerade p und gleich fiir ungerade p;

2. ftir die  Vorzeichen der partiellen Ableitungen deren Ordnung
n+2r+1 derjenigen niedrigsten Zahl der Folge

n+1, n+3, n+3,...
gleich sind fiir welche nicht alle Ableitungen gleich Null sind, gilt wieder
diejenige von den Bedingungen («) und (B), die fiir die Ableitungen von
der n-ten Ordnung gilt.
Es soll ferner die Fldche

(1) zZm=Fm (x,),

1) Siehe 1) S. 3.
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wo Fm(x,p) ein Polynom von der m-ten Ordnung in x un y, und m die
hochste Ordnung, kleiner als n, der partiellen Ableitungen Fxv P, welche
nicht alle g'eich Null sind mit der Fliche z=F (x, y) im Punkte

PU(xl):y(): (F(x(J:yO))

eine Beriihrung von der m-ten Ordnung haben.
Dann gilt fiir die Umgebungen (4y), (4,) und (By), (B,) des Punktes
(Xg,70), definiert mit

(4 8 21 —1,20 8 29—y, >0
(A,) 5 Zx,—k =0 8>y,-y >0
(By 8 =x—x =0 8>y -y, >0

(By) ) ;/\:X 7-X(,>0 5>J"o‘“y >0

bei g.em'jgend kleinem 8>0 fiir diejenigen Teile II4; und II 4, bzw. II B,
und fIp, der Fldche 11, deren Projektionen auf die xy-Ebene die Umge-
bungen (4,), (4,) bzw. (By), (B,) sind, folgender Satz:

Wenn Fxn und Fxnt2H, im Falle (o), gleiche Vorzeichen haben,
dann entfernt sich?) 11 a1 von der Fldche z=F (x,y) im Punkte P,schneller
als 11 Ay. Wenn diese Vorzeichen verschieden sind, dann entfernt sich 11 4,
schneller als 114, .

Wenn Fyn und Fynt2r+L, im Falle (3), gleiche Vorzeichen haben, dann
entfernt sich 11p, von der Fliche im P, schneller als 11p,. Wenn diese
Vorzeichen verschieden sind, dann entfernt sich 11, schneller als 11p,.

Bei yp=const. gibt uns dieser Satz fiir die Funktion F(x,y)= f(x)
die Resuitate von Bononcini.

Bei den gleichen Bedingungen 1. und 2. beweist man leicht auch
die folgenden zwei Sdtze:

1. Iim Falle (o) sind 11 4y, 1T 4y, und im Falle (3) 1By, 11B,, auf den
gleichen oder verschiedenen Seiten der Fliche z=F (x,p) je rzachci m n ge-
rade oder ungerade ist.

II: Wenn die Vorzeichen von Fx? und Fxnt2r+1 (oder von Fyn und
Fxnt2r+1) gleich sind, dann ist diejenige der beiden Fldchen 11 oy und 11 a,,
bzw. 11 By und 11p,, welche sich von der Fliche z=F(x,y) in der Umge-
bung vom P, schneller entfernt, ,unter” oder ,iber“ dieser Fldche je
nachdem diese Vorzechen+oder—sind.

Wenn die Vorzeichen von Fxn und Fxnt2r+1 (oder von Fyn und
Fynt2r4-1) verschieden sind, dann ist die genannte Fliche ,unter® oder
Jiber* der Fliche z=F(x,y) je nachdem bei Fxn>0 (oder bei Fyn>0)
n gerade oder ungerade ist, und bei Fxn <0 (oder bei Fyn<<V) je nach-
dem n ungerade oder gerade ist.

2) d. h. eine beliebige Kurve auf II entfernt sich von jeder Kurve
aui der gegebenen Fldache schneller auf derjenigen Seite der Kurve, die
auf 11 4, liegt, nur wenn die beiden Kurven im P, eine solche gemeinsame
'flj_z;u;gcn‘;e haben, dal ihre Projektion in die Umgebungen (4;) und (A4,)
alit.



