MILAN S. POPADIC

O BROJU LANACA U KONACNIM
PARTITIVNIM MNOZINAMA

Partitivna mnozZina P (A) mnoZine A (sistem svih pod-
mnoZina od A) uredena je relacijom inkluzije €. Ako je A4
kona¢na mnoZina, isti je slu¢aj i sa mnoZinom P (A). DuZinom
jednog lanca (potpuno uredena mnoZzina) od P (A) nazvademo °
broj njegovih elemenata. Ako je A kona¢na mnoZina, ta defi-
nicija uvek ima smisla. PoSto su P (4) i P (B) izomorfne mno-
Zine ¢im A i B imaju isti broj elémenata - recimo n- obeleZa-
vaéemo njihov tip sa P (7). U ovom radu odredicemo koliko
ima lanaca duZine k< n+1 u mnozini tipa P (n).

Svaki elemenat mnoZine P (A) tipa P (n) je podmnoZina
od A te sadrZi izvestan broj elemenata od A. Taj broj nazva-
¢emo rangom tog elementa. Jasno je da je prazna mnozina A
elemenat najniZeg ranga -ranga 0, a mnoZina A - elemenat
najviSeg ranga, tj. ranga .

Elemenata ranga m<_n ima (%); obelezavaCemo ih sa an
ili an; ako ih je dato viSe od jednog. :

Simbol C(n, k) ozna¢avace broj lanaca duzine & u mno-
Zini tipa P (n). Imamo C(n, 1)=2" (to je grani¢ni slu¢aj kada
svaki lanac sadrzi samo jedan elemenat), a takode lako se do-
kazuje da je broj maksimalnih lanaca (lanci koji sadrie mak-
simalni broj elemenata =dakle n+1) C (n,n+1)=n!

Segmentom [a, b] uredene mnoZine nazva¢emo mnoZinu
svih elemenata x za koje je a<_x<_b, a mnoZina [a, b) ozna-
¢avace, kao S$to je uobicajeno, mnoZinu [a, b] bez elementa b&.

Izves¢emo najpre formulu za broj svih lanaca duZine £ u
mnozini [\, @i,), pa ¢emo je iskoristiti za dobijanje krajnjeg
rezultata. Elementu «;, neposredno prethodi i+1 elemenata
a;, j=1, 2,---, i+1, koji odreduju sistem S od isto toliko
segmenata [A, a;;] tipa P (i). Svaki od ovih segmenata sadrZi
C(i, k) lanaca duzine k. Medutim svi segmenti nekog potsi-
stema od S sa r elemenata, sadrze jedan zajednicki segment
tipa P(i-r+1) i, ako je i—-r+2_>k, oni sadrze C(i-r+1, k)
zajednic¢kih lanaca duZine k. Sada lako dobijamo sledece
rezultate, :
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Segment [A, a;] sadrZi C (i, k) lanaca. Kako segmenti
[A, a,] i [A, a;,] imaju zajedni¢ki segment tipa P (i-1, k),
koji sadrzi C (i-1, k) lanaca, onda u mnoZini [A, a;] ima
C(i,k)-C (i~ 1, k) lanaca duzine k, koji ne pripadaju mnoZzini
[4, ;] Na slican se nacin moze dobiti broj lanaca u mno-
zini [A, a;], koji ne pripadaju ranije navedenim segmentima:
Chh)-2C(i-1,k)+C(i-2,k).

Tako se moze pokazati (indukcijom) da se dobija sledeci
niz od i+1 izraza:

C(, &),
C(i, B -C(i~1, k),
Gl 2Ch-L etz

- L ey T e

(-1 (1 ii%)cw k)

Cn-| 1 )el-1 pelsltli-2 0=

=5 ])i~k+1( k+ 1) C(k
Sabiraju¢i ove izraze dobija se formula
(1) €6 b)- ChlcEinsic

S () c-1, 8

i—k+2

. ,Z; (-1)/-1 (Hjl) C(i-j+1, k),
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koja pretstavlja broj svih lanaca duZine £ u mnoZini [A, @i,).
Medutim ovaj izraz pretstavlja i broj svih lanaca duZine k+1,
¢iji je zavrSni elemenat a,4,. Kako elemenata istog ranga — tj.
ranga i+1 — ima (%), sluZe¢i se prethodnim rezultatom,
dobija se za broj svih lanaca duZine k-+1 u mnoZini tipa P (n),
slede€a rekurentna formula

n—1 i—k+2 : ;
M) Cakl)= > 3 (-1)/ (L.’j]) (“;1) C (i~j+1, ),
i=k-1 j=1

pri cemu je n_> k.

Koriste¢i se ovom formulom dokazaéemo indukcijom da
je konaéni rezultat

k—1
s (k-1 .
) Com)=3 (-1 (F 1) er1-sp,
§=0
pri ¢cemu je n+1_>k.
Pre svega se lako dobija iz (2)
C{n 1)=2",
§to znali da je obrazac (2) za k=1 tatan. Pretpostavimo sada

da je taan i za vrednost k=m, tj. da vaZi relacija

S

m—1
(3) Clm=> (-1y (m“‘ 1) (m+1- s)
§=0

za svako /> m. Iz formula (1) i (3) dobija se
C(ym+1)=
n—1 i—-m+2 m—1

by e i s e

i=m—-1 j=1 's§=0

Posmatrademo pojedine delove ovog izraza. Najpre imamo
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i—m+2

2 ot (“; 1) (m+1 - s)—itt

i=1

i+1

42 (-1 (‘ G ) (m+1 - s)i—r+

i+l S \ 3
-3 (-1 (l'ﬁl) (m+1 - s)i—itt
j=i—m+3 L
i+1 5
(] - sy = (m- sy N (1) (“ﬁl) (m-+1-s)i—i+,
j=i—m+3 / :
MnoZeci prvi i poslednji ¢lan ove dvostruke jednakosti sa

(-1 (™5 1), i sabirajuci po s, dobija se

i—m+2 m—1

2 Z (- ])s41—1 (l+ )( ) (m+1-s)i—itt

(4) = ”Sv]( = 1)s (m; 1) l(m+ 1 S)i—{—l 12 (ﬂl = S)H"]
§=0

i+1 m -

7 2 2 — 1 (m; 1) (”; 1) (m+1- )1,

j=i— m+3 s=0

Kako je
:gl( =ih) (ms- 1)[(171 +1-9)H —(m-s) f—H]

= SZ,:() (=1 (’g) (m+1-s)H,

a zbog i-m+3<_1, odnosno i-j+1<m-1
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f (- 1ys (’”; ‘) (m+1 —‘s)" S 0¥,

s=0

relacija (4) svodi se na relaciju

®

i—m+2 m—1
2 Z (= 1)s+i—t (z+ ) (m— 1) (m+1 - s)i—i+
j=1 §=(

E( 1)s (m) (m+1-g)H

§=0

Odavde se odmah dobija

(5] € p mi D= 2 Z (’g) (l.f]) (m+1 - ),

s=0 i=m-—
Dalie je
5 & ‘. S n
i:%il (”1) e ,2;) (i+l) (m+1 - s)c+
m—2 . . o
: g() (l' b 1) (”l+]~s)l+.l Siaes g(‘) (l+ 1)(m+ 1 - s)H,

Otuda sleduje, posle zamene ovog izraza u (5),

C(n, m+ 1):5: (-1) (’?) (m+2-s)"

§=0

_”g SE.: -1 (5) (1) Gmt 1 -9

)

* Eugen Netto, Lehrbuch der Kombinatorik, Leipzig, Verlag
von' B. G. Teubner, 1901. Str, 249, formula (17).
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Najzad posto je zbog i< m -2, odnosno i+1<m

j_n" (=12 (%) (s 1931 -0,

s=0

formula (6) svodi se na izraz :
m
= —1)s (M =
C (n, m+1) SZO( 1y (%) (2= 5y

§to pokazuje da je obrazac (2) tacan i za k=m+1, &im je to
slu¢aj i za k=m. Prema tome on vaZzi i u opStem slucaju.

Napomenimo da se iz (2) lako dobija broj maksimalnih
lanaca — tj. formula

C(n,n+1)=2”: (-1n (g) (n+2 - sy =nI*,
: s=0

§to se slaZe sa ranijom napomenom.

* Vidi belesku na str. 7.
** Vidi bele$ku na str. 7.
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Milan S. Popadic

‘ON THE NUMBER OF CHAINS
IN"A KIND OF ORDERED FINITE SETS

(Summary)

A class P (A) of all the subsets of any aggregate A is ordered
(partly ordered) by the inclusion relation €. We shall consider only fi-
nite sets. The sets P (A4) and P (B) are isomorphic if and only if the
aggregates A and B have the same number of elements. We denote by
P (n) the t)})e of every class P (A), when A contains n elements. Also
by a; € P(A) we denote ceach subset of A, containing i elements; i is
the rank of ai.

A chain of the ordered set A is any simply ordered subset of A.
The length of a chain is the number of its elements.

Finally by the segment [a, b% of a ordered set A we mean the set
of all x € A satisfying a <_ x < b (or in our paper ¢ € x € b). The set
[a, b) is the [a, b] without element b.

In this paper we deduce a formula for the number C (n, k) of all
chains of length k in the ordered set of type P (n). It may easily be ve-
rified that C (n, 1)=2% and C (1, n+1)=n! ‘ \

At first we are going to determine the number of all chains of
length & in the set [A, aity) € P (A), i < n—1, where A is the element
of rank 0, and @i+, one of rank i+1. The element ait; covers the ele-
ments aij, j=1, 2,---, i+1, of rank i, and the set [A, ai}4) is the union
of all the segments [A, aitq] of type P (i). Every segment [A, aij%) con-
tains C (i, k) chains of length k. However, as some of this chains belong
to many segments of the mentioned type, one obtains for the sought
number of chains in the [A, aity)

k-2 :
2 (=12 (‘7]) C(i—j+1, k).
i=1

It is clear that this expression represents the number of all the chains
of length k41 in the P (A) whose the last element is ait,. Since there

exist ;) elements of rank i+1, and k1< i< n-1, one obtains the

recurrent formula (1)* representing the number of all the chains of leugth
k+1 in a ordered set of type P (n).
By using (1) one prove by induction the final formula

@ c k>-=k§' 10 (51 -9
. s=0

At first we have for k=1 C (n, 1)=2" Then, if the formula (2) is true
for k=m, it follows from (I) and (3)

* See the formula in the original text.
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- n—=1 i—m42 m4-1
C(m m+1)= Z 2 E( 1)sHi- 1(111)(“;‘)(’” )(mH s)i—J+1,

T=m—1s j=laros=0

After transformations and applications of some formulae from the com-
bmatoly analysis, we obtain.

m

' Cmm+1)= D' (~ 13 (7] (m+2-9,

§=0

what means that (2) is true for k=m+1, and for any k < n+1 too. It
is easy to show that from (2) follows C (n, n+1)=n!





