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MATEMATICKA INDUKCLJA

/. Fri prouc¢avanju matemati¢kih zakona, narocito kada je
zakonitost izrazena kao funkcija izvesnog celog broja, <esto se
opSti stav moie nasiutizi 1 iz posmatranja pojedinaénih sluca-
jeva. Tako, na primer, iz definicije aritmeti¢ke progresije, pre.
ma Kojoj je razlika (d) dva njena uzastopna ¢lana (a, — 4, a,) stal.
na, izlazi da je

(1) Ay =ap - |+ d.

Ako se sa @, oznac¢i prvi ¢lan progresije, onda se na 0s-
novu formuie (1), dajuci indeksu n vrednosti 2, 3, 4...., mogu
odrediti drugi, treci, Cetvrti i ostali ¢lanovi progresije.

Doista dobija se:

a,=a, +d

(2) dy=a,+d=(a,+d)+d=a,+2d
dy=a,+d=(a,+2d)+d=a,+3d

Ako se uoci da je koeficijenat, koji se javija uz d, u sva
tri slucaja manji za 1 od ranga ¢lana, moze se pretpostaviti da
je to opsti slucaj, te bi se moglo zakljuciti da je, recimo, i dva-
naesti ¢lan dat izrazom
3) a.=a,+114d
ili da vopste za n-ti ¢lan vazi formula

(4) ap=a,+(n -1)d,

koja sadrii kao specijalie slu¢ajeve formule pod (2) i (3).



Sli¢an zaklju¢ak se moze izvesti j o zbiru prvih n nepar-
nih brojeva prirodnog niza. Kada se obrazuju zbirovi prva dva,
tri odnosno Cetiri neparna broja toga niza, dobijaju se sledeci
rezultati:
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Vel se odavde moZe izvesti pretpostavka da je zbir prvih n uz-
astopnih neparnih brojeva jednak kvadratu njihovog broja tj. da je

1+3+5...... +(2n-1)=n%

Naravno — to treba narodito istai — ne moZe se uvek
tako lako, kao u ova dva slucaja, naseutiti opSti stav.

2. Medutim ovim naéinom uopStavanja, nazvanim induk-
cijom i vrlo mnogo upotrebljavanim u prirodnim naukama, ne
mora se uvek doc¢i do taénih rezutata.

Tako je veliki francuski matematiéar Fermat pretpostavljao

da je svaki broj oblika 7% 41 gde je n ceo pozitivan broj, prost
broj. | doista stavl aju¢i da je n jednako 1, 2, 3, 4 dobi-
jaju se prosti brOJew 5, 17, 257 i 65 537.Medutim Euler je po-
kazao da se ve¢ za 1 — 5 dobija broj 4 294 967 297 koji je del iv
brojem 641.

Nesigurnost ovakvog nacina uopStavanja moze se ilustro-
vati i na sledeCem primeru. Oba izraza

(5) f(n) = ¢ (n* + 157 + 8)

(6) v (1) = gy (n* + 85 1% + 2T4) n,

kao sto je lako proveriti, imaju iste vrednosti zan = 1, 2, 3,4, 5:

(1) =9() = 6
£2) =92 = 21
F(3) = 9(3) = 56
F(4) = o (4) = 126
£(5) = o (5) = 252.

Medutim za n=6 dobija se
f(6) =461, 9 (6) = 463.

Prema tome ispitivanjem samo prvih pet ¢lanova niza



(1 6, 21, 56, 126, 252......

ne bi se moglo sa sigurno$éu utvrditi da li je op$ti &lan niza
(7) dat formulom (5) ili formulom (6) ili eventualno nekim
tre¢im izrazom.

Mogu se obrazovati jo§ opStije funkcije istog svojstva. —
Tako na primer funkcija

S k
Fmy=em+c [J(n -n "

gde je ¢ potpuno proizvoljna konstanta razli¢ita od nule, a £, pozi-
tivne konstante, ima za n = 1, 2, 3,.... s iste vrednosti kao i
funkcija ¢ (n), dok je za n > s uvek £(n) == (n).

Dakle za uopStavanje nekog stava nije dovoljna samo ve-
rifikacija izvesnog konacnog broja pojedina¢nih slu¢ajeva, ma
koliki taj broj bio.

3. Analizom jednog konkretnog primera dolazi se do na-
¢ina na koji se mozZe, u ovakom slu¢aju, dokazati opSti stav.

Kao Sto se vidi naro¢ito jasno iz prvog primera sa arit-
meti¢kom progresijom, dokaz svakog pojedinaénog stava izvodi
se na osnovu pretpostavke da je prethodni stav tacan. Tako
stav izraZen trecom formulom pod (2) izvodi se na osnovu de-
finicije artimeticke progresije i prethodnog stava izrazenog
drugom formulom pod (2); ovaj pak stav proizlazi iz iste de-
Cinicije i prethodnog — prvog stava. Prvi stav je medutim ne-
posredna posledica definicije aritmeticke progresije.

Na sli¢an nac¢in bi se mogao dokazati ma koji stav dobi-
jen iz formule (4) stavijajuci zan jedan odreden ceo pozitivan broj.

Iz ovog sleduje da bi se opsti stav (4) mogao dokazati ako
se uspe da se pokaZe:

| Da postoji bar jedna vrednost od n za koju je sstmltost
stava verificirana bilo na koji nacin.

[I Da taénost stava ma za koju vrednost od 7 proizlazi iz tag-
nosti stava za n - 1.

| zaista moZe se lako pokazati da je svaki stav koji iz-
razava izvesno svojstvo prirodnih brojeva, i koji ispunjava oba
navedena uslova — istinit i za sve prirodne brojeve, pocevsi od
one vrednosti za koju je verificiran prema uslovu .

Doista neka je vrednost za koju je stav verificiran n=n,.
Time je uslov | ispunjen. Neka je ispunjen i uslov I, ali neka
se pretpostavi da postoji ipak bar jedna vrednost od n > n, za
koju stav nije ta¢an. Neka je od tih brojeva (ako ih ima viSe)
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za koje stav nije tacan najmanji broj m. Prema tome za pret-
hodni broj m -1 stav je istinit, jer da nije tako onda ne bi
broj m bio najmanji broj te vrste. Ali prema uslovu I, posto je
stav tacan ra broj m -1 mora biti tacan i za m Sto protivu-
re¢i pretpostavci. Znaéi — svaki stav, za koji se moze pokazati
da ispunjava oba uslova, istinit je i za sve prirodne brojevi vece
od n,.

Dakle potpun dokaz stava (4) izgledao bi ovako.

Stav izrazen formulom:

Ap=a,+(n-1) d

istinit je za n=1, jer se u tom slucaju prethodna relacija svo-
di na identitet:

Uslov | je dakle ispunjen.
Neka se sada pretpostavi. da je taj stav tac¢an i za jednu
specijalnu vrednost n=m. Tada se ima

(8) Am=a,+(n-1)d.
Iz same definicije (1) dobija se da je
Am 4+, =aptd,
odakle proilazi na osnovu (8)
Am+ 1=y T md,

Sto pokazuje da je stav (4) istinit i za sluc¢aj kad je n=m+ 1.
Uslov Il je dakle takode ispunjen te je na taj nacin dati stay
dokazan.

4. Kao S$to se vidi iz prethodnog izlaganja za dokaz stava
koji je izrazen nekom relacijom sa 7, gde je n ceo pozitivan
broj, dovoljno je da ta relacija jednovremeno ispunjava oba uslova
t.]. uslove I i IL

Da je nuzno da bude ispunjen uslov Il izlazi ve¢ iz ra-
nije konstatovane <cinjenice da se, iako je utvrdena taénost
nekog stava za izvestan konadan broj pojedinac¢nih slucajeva,
ipak moZe desiti da stav nije istinit u opstem sluéaju. — Sli¢no
se na jednom konkretnom primeru moZze pokazati nuZnost
uslova pod [. .



Doista neka se pretpostavi da je relacija
(9) . 1+2+2° + A L

ta¢na za n=m t.j. da se ima

2 m—1

Dodajuéi levoj i desnoj strani poslednje jednakosti
dobija se

-

2 m m -+t A1 m -2

1+2+2 + v 2Meg T 2.2 ,

* §to pokazuje da je relacija (9), pod pretpostavkom da je tacna
za n=n, istinita i za n-=m 1. Medutim ova relacija nije za-
dovoljena ni za jedau pozitivau celu vrednost od n, a moze
se lako dokazati, opet na sli¢an nacin, da je uvek

14242 +.oiinn. 4 P ght
S. Ovaj nac¢in dokazivanja, koji se naziva najc¢ese pot-
] Ja, KOJ naj p
punom ili matematickom indukciom,” Poincare [1] e formulisao
na slede¢i nacia:

| Ako je neko svojstvo istinito za broj 1, i ako se pokaze
da je istinito za #~1 samo ako je istinito za n. ono ce biti is-
tinito | za sve c&le brojeve.

Ovde treba sledecu primedbu u¢initi.

Svojstvo ne mora da je taéno za broj 1, Sto je uostalom
jasno veC iz ranijeg izlaganja. Njegova ta¢nost moZe da zapoc-
ne od nekog veceg broja. Tako na primer relacija

(10) 2" < nl

gde je n ceo pozitivan broj, taéna je samo za n > 4, 3to se
moZe lako doka atl matematickom indukcijom. U tom slucaju
bi se ovoj princip izrekao na sledeéi nacin:

Il Ako je jedno svojstvo istinito za izvestan ceo pozitivan
broj mn,, 1 ako se pokaze da je istinito za n+1 samo ako je
istinito za 7. ono ce biti istinito | za sve cele brojeve vece od n,.

= U francuskoj literaturi nalazi se i izraz 'aisonement par
recurence, a u nemackoj Beweis durch Abschre.ten — Ta-
kode postoji i naziv ,prelaz od 7z na n+ 1%
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Medutim razlika izmedu ove dve formulacije principa ma-
temati¢ke indukcije ¢isto je formalnog karaktera.Doista svaka
relacija sa n, koja je istinita za svako n_=>n, > 1, moZe se
transformacijom n = m + n, — 1 svesti na relaciju sa m koja
je istinita za sve cele pozitivne brojeve. Tako relacija (1) posle
transformacije n=m+ 3, prelazi u relaciju

m-$-3

2" (m+ 3)!

koja vaZi za sve cele pozitivne brojeve. Takode podesnom trans-
formacijom se moZe udesiti da je relacija ta¢na za sve cele po-
zitivne brojeve i za nulu.

Najzad ako se sa R(x)=0 ozna¢i neka relacija sa ux,
ovaj se princip moZe formulisati i na slede¢i nacin:

Il Ako postoji relacija R (1, =0, i ako se iz relac’je R(m) =0
moze izvesti relacija R(m+1)=0 onda vazi i relacija R (7)=0 gde
n pretstavlija ma koji ceo pozitivan broj [2].

Mesto znaka jednakosti u prethodnoj relaciji moZe stajati
i znak > ili < (takode i >, <0).

Na kraju moZe se slede¢a primedba uciniti.

Posto se cesto dokaz da izvesno svojstvo vaii za pri-
rodan broj n, izvodi iz pretpostavke da ono pripada svim pri-
rodnim brojevima manjim od n, ovaj se princip formuliSe i na
sledei nadin:

IV Ako je neko svojstvo istinito za broj I, i ako se pokaze
da je istinito i za 7 samo ako je istinito za sve prirodne brojeve
manije od 7, ono ¢e biti istinito i za sve prirodne brojeve [3].

Ovde je, kao 3to se vidi i.vrSena izvrSna modifikacija
uslova II. Medutim jasno je da se ova i prethodne formulacije
mogu svesti jedna na drugu. | doista pretpostavka da je svoj-
stvo, o kome je re¢, istinito za sve brojeve manje od n sadrii
I pretpostavku da je ono istinito i za broj n-— 1, dakle pret-
postavku koja je ucinjena u prethodnim formulacijama. — Obr-
nuto, iz prethodnih formulacija jasno izlazi da tacnost nekog
stava za proizvoljan prirodan broj zahteva njegovu ta¢nost za
sve prethodne brojeve.

Il

6. Kada je neki stav, koji ispunjava uslov I, istinit za iz-
vestan ceo broj n,, onda je, Kao sto je ve¢ pokazano, taan i
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za sve cele brojeve vece od #n,. Medutim ako se moze poka-
zatt da je pomenuti stav istinit i za n- 1, kada je istinit za
n, onda se moze | vesti zaklju¢ak da je istinti i za sve cele
brojeve manje od 1, pa dakle i za sve cele brojeve uopSte. U
ovom sluéaju prosiren princip indukcife mogao bi se ovako
izraziti:

V Jedan stav, koji vazi za neki specijalan broj, i ¢ije va-
Zenje za ceo broj k jednovremeno povlac¢i njegovo vazenje i za
k+1 [ k-1, vazi za sve cele brojeve [4].

Primena ovog proSirenog principa narocito je pogodna
ako svojstvo, izrazeno datim stavom, pripada ne samo celim
pozitivnim nego i negativnim brojevima i nuli. U tom slu-
¢aju u poslednjoj formulaciji israz za sve cele brojeve odnosio
bi se na pomenutu brojnu obIasT.

Kao primer moie se dokazati da relacija
n bfl

(1) (ab)" - a

vaii za sve cele brojeve (pozitivne, negativne i nulu)*. Pretpo-
stavlja se da je ab=£0.

Pre svega za n=0relacija (1) je identi¢no zadovoljena jer
se u tom sluéaju dobija :

Neka se sada pretpostavi da je tacna [ :a jednu speci-
jalnu vrednost n=m, t.j. da se ima

m

(@) (ab) =
NMnoZec¢i obe strane ove jednakosti sa @b, dobija se

m + 1 m++1 m+41
-a b

(ab)

Ovim je dokazano da relactja (1), pod prefpostavkom da vaZi
za m, va7.1 I za m+1, iz éega izlazi da vazi i za sve cele bro-
jeve vecCe od 0 — dakle za sve cele pozitivne brojeve.

Deleci sada obe strane jednakosit (2) sa ab dobija se

m— 1 m—1 m—1

(ab) = q

* Naravno pletpustavl a se¢ da su osnovne racunske adnje : nega-
tivuim brojevima i nulom definisane.
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¢lme je dokazano da je relaciia (1) taéna i za sve cele brojeve
manje od 0 tj. za sve cele negativne brojeve. — Dakle stav, iz-
razen formulom (1), vazi za sve cele brojeve.

Sema ovog dokaza je sledeca: 1) konstantuje se da posto-
ii relacija R{ny)=0; 2) pokaze se da relaciia R(n)=0 vaii
za sve cele brojeve vece od n,: | najzad: 3) da je tacna i za
sve cele brojeve manje od ..

Medutim dokaz da je stav R () -0 tatan za sve broje-
ve manje od n,, svodi se na dokaz da je relacija R(-—n)=0
Istinita za sve cele brojeve vece od 1, (dakle manje od ).

Prema tome i primenom ranijih formuiacija principa ma-
tematicke indukcije moze se uvek, Kada je to slucaj, dokazati
da je dati stav tacan za sve cele brojeve — pozitivne,negativne
i nulu.

7. Stavovi koji se dokazuju matemati¢kom indukcijom is-
kazuju svojstva niza ceiih brojeva. Medutim ako se ovaj niz za-
meni proizvolinim nizom brojeva, recimo nizom

(3) By Wi s ot o s By o vois o0
tada se ovaj princip moze formulisati na sledeci joS opstiji naéin:

VI Ako je neko svojstvo istinito za prvi clan izvesnog niza, |
ako se utvrdi da je, pod pretpostavkom njegove istinitosti ma za
koji ¢lan toga niza. istinito i za slededi ¢lan — onda je istinito
i za sve ¢lanove toga niza.

U slu¢aju kada je niz, o kome je rec, niz prirodnih bro-
jeva, tada se ova formulacija, poklapa s formulacijom [.

Medutim i ovo je prosirenje samo formalnog Karaktera.
Doista neka je relacija, koja izrazava svojstvo ¢lanova niza (3)
(4) R (_(l,,) - 0:
gde a, pretstavlja ma koji ¢lan niza. Kako je svaki c¢lan niza
funkcija svoga rangu, to se moze stavitl da je a,= p (1), pa
se posle smene u (4) dobiju

Rla) =R p(m)]=R (n)=0
(Udavde izlazi da su relacije
Ra,) -0 R, (n)=0

ekvivalentne pa prema tome su i formulacije | 1 VI takode
ekvivalentne.
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Najzad ake se definiSe pojam kiase kao mnoZina brojeva
koji imaju izvesno odredeno svojstvo, moZe se navesti sledeca
formulacija:

VII Ako prvi ¢lan jedneg niza pripada izvesnoj klasi, i ako
pripadanje klasi ma koga njegovog ¢lana povladi pripadanje i sle-
deceg ¢lana — onda ceo niz pripada tej kiasi [9].

S obzirom na ono S$to je dosada receno, iako na izgled
znatno opStija defincija, jasno je da je i ona ekvivalentna pret-
hodnim.

Treba napomenuti (03 da se uopStenje ovog principa moZe
lzvrditi i na siedeci nacin.

Dosada se pretpostavijalo da je stav, koji treba dokazati,
bio izraZavan relacijom sa jednim argumentom. Medutim mogu
se na sli¢an nacin dokazivati i relacije oblika

(3) R (m,n)-0

gde su jm i n proizvolini celi brojevi.

Sema dokaza da je izraz (5) tacan sledela je.

Neka je ra m = m, i n = n, pomenuta relacija zadovo-
ljena tj. neka je

R(my, n)=0

Ako sada
R{p,n)=0
poviaci
Rp+1,n)=0,
onda_je tacna i relacija
R(m,n;)=0

za svaki prirodan broj m - m,.
Na isti nacin ako

R(m,q)=0
povlaci

R(m,q+1)=0
onda je

R (m,n)=0

za svako n _-n,. Time je dokazana talnost relacije (5). Kao
§to se vidi dokaz se sastoji iz dvosiruke primene prinCipa ma-
temati¢ke indukcije,
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~ Na sli¢an se nac¢in moZe primeniti ova metoda i u slu-
Zaju relacija sa viSe argumenata.

- 8. Najzad jedna specijalna vrsta induktivnog dokaza, koja
bi se mogla nazvati poviatnom ili regresivnom indukcijom*, for-
muliSe se na slede¢i nacin [6]:

A. lIstinitost izvesne relacije

R(n)-0

sleduje iz dve pretpostavke:
IR (n) - 0 je istinito za beskonaéno mnogo prirodnih brojeva;

Il Istinitost relacije R () =0 povladi takode taénost re-
lacije R (n—1)=0.

Doista neka se pretpostavi da data relacija nije istinita
za n-m. Prema prvoj pretpostavci sigurno postoji jedan pri-
rodan broj N > m za koji je relacija ta¢na. Medutim na osnovu
druge pretpostavke relacija R (n)=0 mora biti ta¢na za sve
prirodne brojeve n<_ NV, §to se dokazuje na sli¢an nacin kao u
tacki 3. Dakle relacija je ta¢na i zan=m. lz ove protivre¢no-
sti sleduje ta¢nost stava A.

Da bi se izvestan stav dokazao, kao Sto sleduje iz uslova
I, potrebno je znati da je taCan za izvesnu beskonacnost pri-
rodnih brojeva. Medutim u konkretnom slucaju i ova ¢injenica
se katkada dokazuje matematickom indukcijom.

Kao primer za primenu ove metode moZze se navesti Cau-
chy-ev stav: y

Geometriska sredina izvesnog broja pozitivnih brojeva ni-
kada nije veca od njihove aritmeticke sredine™™,

ili simboni¢ki oznaceno

G < Ay
gde e :

Pre svega moze se pomocu matemati¢ke indukcije doka-
zati da je stav tacan za sve brojeve oblika n=2" gde je m
proizvoljan prirodan broj.

* Prema izrazu backward induction — koji se nalazi u ma-
tematickoj literaturi na engleskom jeziku.
** U kujizi: C. M. HoBocenosr, Aaredpa, 1946, cT. 262—263,
Yunenrus Mocksa-Jlenunrpag — ovaj je stav dokazan obi¢nom mate-
matickom indikcijom.
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Doista za m =1, cdnosno n=2, dobija se

= @+ @g\ a, - a.,\* _ (@, + a4 2
(ngutaz:(—’)_) ('—') ) \(_"2 ) =A.,

I

dakle
(6) G, < A..

. . . . k41
Sada treba dokazati da je stav takode tacan | zan=2

g koo . . k ]
¢im je tacan za n=2 | ili ako Je taéan a n=2 =g da je ta-
¢an i za n-=2s.

Neka je
T
G, - (a,..... s Wiy + e et s @,5)2S
4 S - Qs + Ay 4Lt e + s
28 2s
gde su simboli a; pozitivni brojevi. Podelimo ovih 2 s elemenata
na dve grupe od kojih prva sadrii a,, .. ... ag a druga @s 4 ..... Tss;

i obrazujmo sledece izraze:

L L
Us = (a,ay...... as)s Gy = (@siqg Byimes oo lag)®

1 Malﬂ-(l.’!’f s s sw T By r sy +Qgyppt+ oo 0 + dos.
Ag - p o e e A

N

Kako Us 1 U's pretstavljaju geometriske sredine a As i A's
odgovarajuce aritmeticke sredine od po s elemenata, to iz uci-

njene pretpostavke izlazi da izmedu tih veli¢ina postoje sledece
relacije

Gy < Ay Gy < A's

Dalje na osnovu (6) i poslednjih relacija dobija se

|

/ ~ \2 - G+ G5 ﬁs_j“__A_ I__s:
(Ga) < 25 < 7
a kako je

(G,a.) -

najzad izlazi
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sto je trebalo dokazati. Ovim je dokazana i tagnost Cauchy-evog
stava za sve prirodne brojeve oblika 2 -2" a na taj nacin i
to da je uslov " ispunjen.

Dokazimo da je i uslov II' ispunjen tj. da iz pretpostavke

(1) s A
sleduje '
Gk»x S ‘lA—l
Neka je
) ) L T lUo T oo v -
Gr— =(@,@y. ... 4p kL Ak - ”ai & k-1 e

i obrazujmo geometrisku i aritmeticku sredinu od & elemenaat
By, gy ... .. iy Groy

o 1
: )T ( k-1 )77
Ge=\aay. ... €y Gry] ™ =\ Grog Greg ) " = G

A+ az+ ...

Sy Grr o (k1) Ag-t + G
k B &

1“‘1/("
Na osnovu relacije (7), sleduje

G/{v[ SN (k-— l ) ﬁl/";l + ("/\'""l

odakle izlazi
Gk—x '5;\ A/c )

Sto je trebalo i dokazati. Posto je sada utvrdeno da je uslov
[I' takode ‘ispunjen, jasno ‘e da Ceuchy-ev stav doista vazi 7a
proizvoljan broj pozitivnih brojeva.

Ovakvi slucajevi, kada se i prva postavka, tj. prelpostavka
da je tvrdenje tacno zu izvestan beskrajni niz (s) priroduih bro-
jeva, dokazuje muatematickom indnkcijom, pretstavija u stvari
slu¢aj, kada treba dokazati tanost relacije sd dva argnmenta,

Ji je tretiran u tacki 7. Doista neka se stavi

slucaj koji
A -G =R()

Tada treba dokazati da je relacija
(%) R(l) =0
tacna za sve prirodne brojeve [ AKo se stavi

{=1f(m)-n,
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gde je 7 (m) op3ti ¢lan niza (s), dobija se
9 R[f(m)--n]_0.

Da bi se dokazala relacija (8) dovoljno je pokazati da i
refacija (9) vazi kad god su m i n prirodni brojevi [dovoljno
je pokazati da vaZi samo za brojeve koji ispunjavaju uslov
f(m)-n_~1]. Medutim kako izraz (9) sadrzi dva argumenta to
se ovaj dokaz izvodi kao 1 dokaz relacije (5) u tacki 7. U
ovom slucaju je m, -1, 7, =0 a F( (m) =2m,

Potpunom radi mo?e se jo§ napomenuti da postoje i
druge znatno opStije formulacije principa indukcije, samo nji-
hovo iz'aganje izaSlo bi iz okvira ovog c¢lanka.

11

9. Princip matemati¢ke indukcije primenjuje se u svim ob-
lastima matematike. Vrlo Cesto se izvesni stavovi na ovaj nacin
prostije i elementarnije dokazuju no drugim putem. Medutim
naro¢iti znacaj dobija matemati¢ka indukcija u Aritmetici ¢&iji
se osnovni stavovi izvode jedino na osnovu tog principa iz de-
finicija.

Kao primer moze se navesti dokaz zakona asocijacije, koji
se simboli¢ki izrazava formulom :

a+(b+c)=(a+b)+c

gde su @, b i ¢ prirodni brojevi.
Prethodno treba pretpostaviti da je odreden smisao izraza
m~+1, kao i da je zbir m + n definisan rekurentnom formulom

(hH m+n=[m+(n-1)]+1.

Dokaz glasi:
Stav

(2) a+(b+c)y=(a+b)+c
je ta¢an za c¢=1 jer se u tom slu¢aju svodi na jednakost
a+(b+1)=(a+b)+1,

koja je neposredna posledica definicije (1).

Neka se pretpostavi sada da je stav (2) tacan i za ¢ =y,
tj. da se ima
(3) a+(b+y)=(a+b)+y.
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PoSto je prema definiciji (1)
b+(y+1)=(b+y)+1
to je
a+[b+(y+1)]=a+[(b+Y)+1]
Dalje opet na osnovu (1), dobija se
a+[(b+y)+1]=[a+(b+y)]+ 1.
Iz (3) sleduje
[a+(b+Yy)]+1=[(a+b)+y]+1,
Najzad ponovo na osnovu definicije (1) —
[(@+b)+y]+1=(a+b)+(y+1).
I7 poslednje Cetiri jednakosti dobija se
a+[o+(y+1)1=(a+b)+ (v +1),
¢ime je dokazano da stav (2) vazi 1 za ¢ =y +1, pa prema to-
me za svaku vrednost od c.
Na ovakav nacin se dokazuju i ostali osnovni stavovi
Aritmetike.
10. U Teoriji brojeva postoji sledea teorema (Fermat):
Ako je p prost broj, a n proizvoljan pozitivan ceo broj, onda
je izraz
fn)y=nP-n
uvek deljiv brojem p.
Ona je nesumnjivo tacna za n=1, jer je gornji izraz tada
jednak nuli.
Neka se sada pretpostavi da je ta¢na i za slu¢aj kada je
n=m, tj. da je izraz f (m) = m? - m deljiv brojem p. Sada treba do-

kazati da je teorema tacna i za izraz f (m+1)=(m+1)? - (m+1).
Posto je

m+1) = m’ + k‘;\) m’ e ~( p/j | > m+ 1
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sledeuje

f(m+l)=f(m)+(p‘

f(m) je deljivo sa p prema pretpostavci. Medutim lako se
uvida da su i svi koeficijenti polinoma

(4) (I;) m (Z,)mﬂ-'-; ...... * (.‘p;il L

deljivi brojem p.
Doista ti koeficijenti su celi brojevi oblika

pp-1)(p-2) - (p-k+1)
1.2 ... k

gde je £ ceo pozitivan broj manji od p. PoSto je p prost broj
a veéi od &, to on nema zajedni¢kih cinilaca sa k/, usled ¢ega
proizlazi da je on takode cinilac celog broja izraZenog tim koe-
ficijentom. Dakle poSto su svi koeficijenti polinoma (4) deljivi
brojem p, sleduje da je i izraz f (m+ 1) deljiv brojem p.

Iz svega Sto je receno sleduje da je izraz n? -n, gde je
n ma kakav ceo pozitivan broj, uvek deljiv prostim brojem p.

11. Dokazati formulu
+ 00

r dt 1-3.5.--(2n-1)
J D46 - s

(<@

- 00

Iz redukcione formule

, dt 1 ¢ e 2n-1 ( at
) (1+n+t  2n (1+£)n 2n J(l+t“)ﬂ
dobija se za n=1

+ oo

+ o0 + oo
dt LT I & =
f T+ - ‘2‘[1?;‘-"] B zf e "7
. — 00 — o0

- 00

odakle se vidi da je za n=1 formula taé¢na.



20

Neka se sada pretpostavi da je tacna za n-m-1, 1j
se ima

da
+ oo
(6) Cde o 1:3:5 .. @m-3) _
" T+ 2.4.6 - - .- (2m-2)
oo
Na osnovu (9) dobija se
T 00 + o0 + 00
S Ty R Ll B
J (1+)m+1t " 2m | (1+2)m T T 2m J (1+£)m
- 00 - OO0 o
a s obzirom na (6) izlazi
+ 00
dt 135 @Cm-1) _
J (I+&ym+t  2.4.6 -+ - - 2m o
— 00

¢ime je dokazano da je data formula ta¢na i za nz -m, pa prema
tome i za sveku celu pozitivnu vreédnost od .

12. Dokazati da je relacija

d 4 L\ ) @ e
(7

tacna za svaki prirodan broj n.
Pre svega se dobija slededi rezultat:

dllj_l xn e%\:\ » d—u C_i /xn e{\; \
dx*+? ( ) A" dx( )
s XY AT s

= f1 dx” (X/ € ) = —(Zf E;/l‘ll (‘XZ e )

Kada se stavi
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poslednja jednakost glasi:

(8) A A -—A

41 n dx n—1

Ako je relacija (T) ta¢na za sve prirodne brojeve, onda jedna-
kost (8) treba da se, pos.e smene A, -, Ayl A,,T, odgovara-
juéim izrazima, svede na indeittitet. Doista tada se dobija

R o . d/?
(-1) l—iu‘_.__): n(-1)" n+1 —(=1y! (%)

Sto se lako proverava.

Odavde sleduje da je relacija (7), ako je tacna za n=m - 1
i n=m, takode-ta¢na i za n=m+1. Tako ako je to sluéaj
za n=11 n=2 sleduje da je relacija istinita i za n=3, pa bi
se kao 1 u prethodnim slucajevima mogao izvesti zaklju¢ak da
je ta¢na i za sve prirodne brojeve.

Dakle da bi se dokazala ta¢nost formule (7) potrebno je
i dovoljno da su .ispunjena sledeCa dva uslova: 1) da je (7)
tatno za n=1; 2) da tacnost date formule za n=m proizlazi
iz pretpostavke da je ona tacna za sve vrednosti n<m (tacka S,
formulacija 1V).

Stavljaju¢i n -1 u (7) dobija se jednakost

¢ija je tacnost ocevidna, Sto pokazuje da je uslov 1) doista
zadovoljen.

Da je uslov 2) ispunjen sleduje iz onoga §to je vec receno
o formuli (8).

Prema tome formula (7) je dokazana.

13. Kao primer iz Geometrije bi¢e dokazana Euler ova
teorema o konveksnim polijedrima:

Kod svakog konveksnog polijedra zbir broja granicaih po-
vrSina i broja temena veli je za dva od broja ivica.

Ako se sa F, Si A obeleze brojevi grani¢nih povrSina,
temena i ivica, stav se simboli¢ki izrazava

F+S§=A4+2
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Kada se iz polijedra izbaci jedna graniéna povrsina, do-
bija se jedna otvorena polijedarska povr§ina koja ima isti broj
temena [ ivica ali jednu manje grani¢nu povrSinu. Prema tome
za nju bi, ako je teorema tacna, vazila relacija

(1 FreS<A+1

gde je F' broj grani¢nih povr§ina otvorene polijedarske povr3ine.

Pre svega bice dokazan pomocni stav da za svaku otvo-
renu polijedarsku povrSinu, koja je deo nekog konveksnog poli-
jedra, a cije slobodne ivice obrazuju jedinstvenu zatvorenu li-
niju bez viSestrukih tacaka, vazi relacija (7).

Ta je relacija doista ta¢na za sluéaj £ =1, jer je tada broj
temena jednak broju ivica Sto sleduje i iz formule (7).

Neka se sada pretpostavi da je stav ta¢an za sve otvorene
polijedarske povrSine ¢&iji je broj grani¢nih povrSina manji od
broja F’, (ta¢ka 5, formulacija V).

Neka se najzad na jednojotvorenojpolijedarskoj povrSini, ¢iji
je broj grani¢nih strana £, ,spoje dva temena njene graniéne linije
izlomnjenom linijom sastavljenom od ivica te povrSine. Tada se do-
bijaju dve nove polijedarske povrSine iste vrste, pod pretpostavkom
da deona linija nema viSestrukih tac¢aka i da osim krajnjih, nema
viSe zajedni¢kih tacaka sa graniénom linijom prvobitne polije-
darske povrSine. Ako se sa F'y, F’,, S,, S, i A, A, obeleze
brojevi grani¢nih polijedarskih povrSina, odnosno temena i ivi-
ca tih novih polijedarskih povrSina, onda se, s obzirom da je

F/1<F/07 F’2<F10
dobijaju relacije
Fi+S,=A+1, F,+S,=4d,+1.
Sabiraju¢i odgovarajuce strane poslednjih dveju jednakosti izlazi

(8) 4 F'.+F,+S +S,=4,+A4,+2.

Ako je broj ivica koje ¢ine deonu liniju £, onda je broj
temena na njoj £+ 1. Jasno je da je u zbirovima S;+S, i 4,+ 4,
broj temena, odnosno broj ivica deone linije dvaput uracunat,

zbog cega je
Si+S,=S+k+1, A +A,-A+k

gde su S i A brojevi temena i ivica provobitne polijedarske po-
vrSine. Kako je pored toga

F'y+ Fly=F'y,
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to sleduje iz (8)
Fs+S=A+1,

Dakle pomo¢ni stav je tacan i za slu¢aj kad je broj gra-
ni¢nih povrSina £,, iz ¢ega proizilazi njegova tacnost i za pro-
izvoljno veliki broj grani¢nih povrSina.

Posto je ovaj dokazani stav tacan i za polijedarsku povr-
Sinu dobijenu odbacivanjem jedne jedine grani¢ne povrsine kon-
veksnog polijedra, jasno je da je Euler-ova teorema dokazana [T].

v

/4. Metoda matematicke indukcije je relaitvno dockan ot-
krivena, ma da se po nekim piscima tragovi ovoga nacina do-
kazivanja nalaze ve¢ kod Zenona, Platona i Euklida [8]. Kao
pronalazac¢a vecina autora u svojim istoriskim delima naznacuju
Franceska Maurolika* (Francesco Maurolico, 1944 -15715) iz
Mesine. On je bio sveStenik i izmdu ostalog bavio se i
matematikom. Prevodio je ¢gréke klasike i medu njima i Arhimeda
zbog Ccega su ga savremenici nazivali drugim Arhimedom. —
1375 god. iziSla je u Veneciji njegova Aritmetika — Arithmeti-
corum libri duo — u kojoj je prvi put upotrebljen dokaz pomocu
matematicke indukcije u vezi sa poligonalnim brojevima.

Medutim M. Cantor, u svome opseznom delu Vorlesungen
liber Ueschichte der Mathematik, navodi kao pronalazaca Paskala
(Blaise Pascal, 1623-1662), koji je ovaj nacin dokaza upo-
trebio u svome delu Traité du triangle arithmétique, iza-
slom 1654 godine. — Takode je Jjakob Bernoulli (1654 — 1705)
nezavisino od Paskala upotrebio istu metodu u svome delu Ars
coniectandi (1713 g), tako da je ¢ak jedno vreme nazivana |
Bernulijevom indukcijom.

Radi ilustracije kako je matematlcka indukcija upotrebljena
od svojojih pronalazaéa, naveS¢emo jedan Paskalov dokaz. — Nje-
mu je neki njegov prijatelj, koji Se mnogo kockao, postavio
sledeCe pitanje: ako dva igraca, posle izvesnog broja odigranih
partija, budu prinudeni da prekinu igru ne zavrSivsi je, kako
treba podeliti ulog ? — Paskal to reSava na slede¢i nacin. Ulog
treba podeliti u odnosu koji obrazuju brojevi mogucénosti do-
bitaka oba igraca, ili, $§to je isto, u odnosu odgovarajuéih ve-
rovatnoca.

* A. Ostrovski (Vorlesungen iber Diferential-und
Integralrechnung, Erster Band, 1945, S. 9—10. Biirkhduser, Basel, na-
vodi Levi Ben Gerson — a kao prvog koji je jasno formulisao
ovaj p incip jos 1321 godine.
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Da bi naSao taj odnos on se sluzi aritmetickim trouglom :

u kome horizontalne redove naziva bazom.

Pre svega treba znati koliko svakom od igrac¢a nedostaje
dobitaka da bi dobio i igru. Ako recimo igracu A4 nedostaju
2 dobitka, igracu B 4, onda se u Sestoj (6=2+4) bazi koja
ima Sest elemenata

1 5 10 10 5 1

obrazuje zbir od prva dva elementa | + S = 6, §to pretstavlja

broj mogucnosti dobitaka igraca B; zbir sledeca Cetiri elementa

10+ 10+35+ 1 =26 pretstavlja broj mogucnosti dobitaka igraca
A.— Odnos

26'6\( g 2l

ol 55

pretstavlja razmeru po kojoj treba podeliti ulog izmedu igraca
Ai B. .

Dokaz ovog tvrdenja je slede¢i. Za sluc¢aj kada je ukupan
broj igara koje nedostaju igra¢ima 2, onda se mogu desiti dva
slu¢aja. Prvo: igracu A nedostaju 2 dobitka, igraéu B nedostaje
nula dobitaka. Jasno je da je verovatno¢a da dobije igra¢c B

%: I, a za igraca A 5
pripada igracu B. Drugo: igra¢ima nedostaje joS po jedan do-
bitak. Tada se ulog deli u odnosu 1:1. Dakle ocevidno je da je
tvrdenje tacno za drugu bazu.

Ako se sada pretpostavi da je tvrdenje tacno za Cetvrtu
bazu, moZe se dokazati njegova ta¢nost i za petu bazu. Doista
ako igra¢u A4 nedostaju 2 igre, igracu B 3, onda posle odigrane
jedne igre, moZe se desiti da igra¢u A nedostaje | a igracu B
opet 3, ili igracu A 2 igre a isto toliko i igracu B, s obzirom
na to ko je dobio odigranu igru. Kako je po pretpostavci tvr-
denje ta¢no za cCetvrtu bazu to je u prvom sluéaju broj mogu-
¢nosti dobitaka za A 1+3+3=17, a za B8 1. U drugom slucaju
za A je taj broj 3+1=4, a za B 1+3=4. Dakle broj svih mo-

- 0, odakle sleduje da ceo ulog
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gucnosti za igraca A je T+4=11, a za igraca B 1+4=35. Ne-
dutim ovaj rezultat pokazuje da je tvrdenje ta¢no i za petu bazu.
Iz ovoga dakle sleduje da je tvrdenje ta¢no i za svaku bazu [9].

Dokaz da je stav tacan i za petu bazu pod pretpostavkom
da je tacan i za dcetvrtu, pretstavlja u stvari prelaz sa n na
n+1. Ma da je on ucinjen na posebnom siucaju, poipuno se
jasno vidi da je ideja matemati¢ke indukcije sasvim jasno izra-
Zena.

15. Metoda matemati¢ke indukcije dobila je svoj puni za-
mah i znadaj tek u novije vreme kada je zapocela njena primena
u svim oblastima matematike, tako,da je postala jedna od naj-
plodnijih metoda. — ,Neka se samo upoiredi — Kaze A. Voss
[10] — s kakvom je virtuoznoSéu upotrebijavaju C. Jordan u
raspravi o supstitucifama, R. Gordan u svojim ispitivanjima u teo-
riji invarijanata | H. Weber u predavanjima iz Algebre.

Znacaj matemati¢ke indukcije narocito je istakao H. Poi-
ncaré u svojim filosofskim delima. ,Na svakom koraku, ako se
dobro zagleda, nailazi se na ovaj nacin rasudivanja (tj. rasudi-
vanja pomocu matematicke indukcije) 6ilo u prostom obliku .. . ...
bilo u viSe ili manje izmenjenom obliku. — To je dakle prven-
stveno matematicki nacin rasudivan’a* [11].

Kao Sto je receno, matemati¢cka indukcija se primenjuje
pocevSi od Aritmetike 1 Algebre, svuda gde matematic¢ki stavovi
izraZavaju u Kkrajnjoj liniji svojstva celih brojeva. Njena primena
je isto tako plodna i u Geometriji sa dve i tri dimenzije kao
i u Geometriji sa viSe dimenzija. U ovoj poslednjoj indukcijom
se pokazuje da izvesni stavovi koji vaze za geometriske oblike
u dvodimenzijalnom i trodimenzijalnom prostoru — vaze i za
odgovarajuce oblike prostora sa viSe dimenzija. — Najzad u Teo-
riji mnoZina primenjuju se izvesna stvarna uopsStavanja principa
indukcije *.

S jedne strane zbog svoje specifi¢nosti, s druge strane zbog
svoga znacaja, princip matemati¢ne indukcije postao je predmet
logi¢kih ispitivanja tako da je stvoren logic¢ki problem mate-
maticke indukcije. U diskusiji oko toga ucestvovali su i veliki
matematiéari Poinkare i Hilbert, kao i mnogi logicari.

* Transfinitna indukcija i opSti princip indukcije.
— Opsti princip indukcije formulisao je B. Kurepa u svom radu En-
sembles ordonnés et ramifiés (Publications mathématiques de
I Université de Belgrad, T. [V, 1935, p. 1-138).
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BoiBop
MOJIHA MHIAYKUKUA

CraTs WHCTPYKTHBHOIO KapakTepa W pa3CcMaTpuUBaeT BOMNPOCH Z0Ka-
3aTeqbHOr0 MeTOoHda T. Ha3. NOMHOH WHAYKU WM.

Jlana nepeveHb pa3/nuHbiX (HOPMYJISILUA MMOJHOH MHIYKUWH, TaK Xe
KaK 4 MAOTO NpPHMEpPOB pa3/IMUHLIX OTpacieH, riaBHbiM 00pa3oOM 3/eMeH-
TapHOH MaTeMaTHKH.

B xoHue craTtbi BMeCTe C HCTOPHYECKHM OUYEPKOM, MOJUYEPKHYTO H
3HayeHHe 3TOro MeTojaa.

Résumé
INDUCTION COMPLETE

Cet article est de la nature instructive et informative et s’ occupe
de la méthode de démonstration nommé — |’ induction compléte.

C’ est un abrégé de différentes définitions du principe de I’ induc-
tion compléte, avec plusieurs exemples de mathématiques élémentaires
principalement.

A la fin, apreés une apercu historigue; on a indiqué ' imprortance
de cette méthode.

ERRATA
Strana 10 red odozdo 12 stoji izvrsna treba izvesna
1
n 20 A2 ” 1 ” ex ” e x
. 21 , odozgo 2 An 5 nAn
., 21 , odozdo 17 n=1 . n=12
21 " 12 izmedu rec¢i ocevidna i $to

umetnuti: a stiéno i za n = 2 (7)-je identiéno zadovoljeno,
Strana 22 red odozgo 15 stoji F; treba F,/
- " 15 ,, izmdu , izmedu
.29 " 2 |, Tlomna , [Mosnas





