MILAN S. POPADIC

JEDNA RELACIJA IZMEBU PROSTIH BROJEVA

Neka su

(1) Prs P2y s Pn-

n prvih uzastopnih prostih brojeva, tj. p,=2, p,=3, itd. U
ovom radu biCe reSavana dva problema: 1° kako se iz podata-
ka (1) mozZe odrediti broj prostih brojeva u intervalu (p., ¢],
gde je ¢ pozitivan broj manji od 2p,4,, a ppys n+1-vi prost
broj; 2° odredivanje jedne relacije izmedu n prvih uzastopnih
prostih brojeva.

Da bi se izveo zadatak pod 1° treba resSiti:
Problem 1.— Odrediti broj svih prirodnih brojeva oblika

St 82 S

2) i Pl s

gde su py, (i=1,2,---,n) proizvoljni ali dati prosti brojevi (nije
nuzno da su uzastopni), a q pozitivan broj — pod pretpostav-
kom da su i brojevi s; takode prirodni brojevi ili nule.

Kako svaki prirodan broj moZe biti rastavlijen na jedan
jedini nacin na proste faktore, sleduje da svakom broju oblika
(2) odgovara jedan jedini sistem brojeva s; i obrnuto. Prema
tome broj brojeva oblika (2) jednak je broju sistema brojeva
s; koji zadovoljavaju relaciju (2). — Logaritmovanjem levog i
desnog ¢lana nejednacine (2) dobija se

Sihy+ S ot o+ 8y by <!
gde je

hi = lngm,‘ (l: 1’ 21""’2)) lIIqu9
pod pretpostavkom da je logaritamska osnova veca od jedinice.

Odavde sleduje da se reSenje problema 1 svodi na reSenje sle-
deCeg zadatka:
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Problem 2.— Odrediti broj sistema prirodnih brojeva (pod-

razumevajuéi tu i nulu) s; (i=1,2,---,n) koji zadovoljavaju ne-
Jednacinu
3) Sihy+ Sy o4+ S, hp <1

gde su h; i | pozitivni brojevi.

Zadatak Ce biti reSen na taj nacin Sto e se prvo obic-
nom indukcijom do¢i do opSte formule za broj reSenja, koja
¢e zatim biti dokazana matemati¢kom indukcijom.

Neka je n=1. Nejednacina (3) se tada svodi na nejednacinu

(4) Sh o<l
odakle sleduje

sl<7’5-
i &

Prema tome s, zadovoljava relaciju

5
G i
0&\31\*[/11 ;

gde uglaste zagrade oznacavaju, kao i obi¢no, najveci ceo broj
koji nije veéi od broja u zagradi. Odavde sleduje da nejedna-

¢ina (4) ima
2 (9)= [/7[1] +1=r;+1 (r, = lé])

reSenja. — Neka je sada n=2. Nejednacina (3) svodi se na relaciju
(®) S; hy+ Sy o< L
Prema tome dobija se

Ssho<l-S7h =1,

odakle se, na sli¢an nacin kao u prvom slucaju, nalazi za broj
reSenja nejednacine

Sa by < Uy,

za neku odredenu vrednost broja s,
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gde je
lo =iy ~[£]
8q1=1Lyy, = hy :

Kako s, moZe da ima vrednost ma kog celog broja od 0 do
e 2[1711] (uklju¢uju¢i tu i ova dva broja), onda se za broj reSenja
nejednacine (5) dobija

Iy I 1
(6) M (@)= Drlg)= D (at )
$;=0 §;=0
ili
by rl
(6') Kg(q)ﬂzr2+r1+1.
§;=0

— Najzad neka je n=3. Tada se ima nejednacina

(7 Sy hy+ 8o ho+ 85 by <
odakle sleduje
Szh2+83h3<l_sl h1=ll.

Prema predhodnom rezultatu ova nejednacdina, za odredenu vred-
nost s;, ima

I's

Ma(g)= D, (rat 1)

S,=0

reSenja, gde je
Ly
raz[’}fs]y l2=11“32h2=l"31 hlh‘szh-)-

Broj reSenja nejednacine (7) je tada

M) - szcq,) 2 Z(ml)

= =0 Sy =
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ili

'y Iy Iy

A (g)= 2/'3+Er2+r1+1.

;=0 5,=0 §;=0

Sada e biti dokazano da je u opStem slucaju za ¢_>p,

I'n—

®) xn(q)t}, E o
§1= S’l—l“
gde je
r=l=] @120
NT hi i ) » 1),
L=, lj = l,',..lﬁSj b= L—s hy -8y~ =87 hj

(j=12:%n-1.

Doista formula (8) ta¢na je za n=2 jer se u tom sluc¢aju svodi
na formulu (6), Pretpostavimo sada da je (8) ta¢no i za n-=#%,
tj. da nejednacina

Sp ha+ Sy g+ + Sy Pad <y
ima

©  M)- Z Z 2 (resa+1) (10gg,=1)

=0 §,= sk =0

reSenja. Iz nejednacine

(10) SI h1+52h2+r"‘+5k+1 hk+1<l
sleduje

Soho+ Sy fg+ -+ + Sit4 hk+1<l~51h1.

Stavljaju¢i /-s,h,=/,, a s obzirom na tek ulinjenu pretpo-
stavku, brojsreSenja poslednje nejednacine, za jednu odredenu
vrednost broja s,, dat je formulom (9). Kako s, moZe imati
vrednost ma kog celog broja od 0 do r; (ukljucujuci i ova dva
broja), broj reSenja nejednacine (10) je
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Iy

et (9) = 2 2 (g4)
§;=0

i R
0

§1=0 8§3=0 Sk =

odnosno

Na taj nalin ta¢nost formule (8) je dokazana.— Lako se doka-
zuje da se ona moZe napisati i u obliku

—1
®) 2a(@)= D) i+ 1
(=0
gde je
Fisiin ri
Og =430 = E E A ErHﬂ (i=1,2,~--,_ﬂ—1)-
S!"‘O Sz‘ﬂo Si==0
Doista iz (8) dobija se
Ty Iy I'n—sg I'n—y
o3 3 5
§1=0 §,=0 Sn—g=0 Sp—y=0
Kako je
I'n—y
Lt - o
5;1*1:0

posle zamene ovog izraza u prethodnoj formuli, sleduje

Iy Ty I'n—
2p (@) =0n_y+ 0650+ 2 Z e Z 1.
$1=0 s,=0 Sp—p=

Nastavljajuci isti postupak dobija se obrazac (8'), §to se takode
jednostavno dokazuje matamatickom Indukcijom.

Treba napomenuti da je 2, (¢) simetri¢na funkcija argu-
menata pm; (i=1,2,---, 1), §to se vidi iz samog nalina izve-
denja formule (8).
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Pretpostavimo sada da je pm; = p; (i=1,2,---,n) tj. da je
mesto n proizvoljnih prostih brojeva dato n prvih uzastopnih
prostih brojeva. Neka je pored toga ¢ <2p,4+,. Formuie (8) i
(8") pretstavljaju tada broj brojeva oblika

S1 S2

PPt pIr<q.

Jasno je da su to svi prirodni brojevi intervala [1,p,] i svi slo-
Yeni brojevi intervala (p,, ¢]. Prema tome obeleZavajuéi broj
svih prostih brojeva koji nisu ve¢i od x sa = (x), sleduje

7 (q) = 7 (pn) = [9] - 2n (9)-
Kako je n(p,)=n, dobija se

(11) 7(q)=[gl+n-2,(9).

Najveéa vrednost koju mozZe da ima [q] jeste 2p,4+, - 1. Ako
bi bilo ¢_>2 p,+,, tada izraz s desne strane znaka jednakosti
u relaciji (11) ne bi pretstavljalo broj samo prostih brojeva, ve¢
ukupan broj prostih i onih sloZenih brojeva koji su deljivi ne-
kim prostim faktorom veéim od p,.- Naravno fermula (11) ima
viSe teoriski znalaj jer je njena prakti¢na primena vanredno
glomazna.

Nave§Cemo sledeci primer. Neka je n=4, dakle neka su
data prva Cetiri prosta broja 2,3,9,7, i neka je ¢=2.11-1=21.
Tada imamo prema (11)

n(21)=21+4-2,(21).
Sada treba izra¢unati 2, (21). Dobija se prvo relacjia
25 (g)=t1 + 64+ 6, +6,+ 6y

u kojoj je
oumri= ],
ry ry : :
0’1“51%07'2“&2;:'0[/19—8 /l:]
Z er Z Z[hg S Sl
=0 sy= 51=0 §,=0 :

M
;Mﬁ
HM“

=0 §,=0
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gde je
l=10g21, h,=1082, h,=108 3, hy=1085, h, =108 1.
Odavde izlazi

log 2
4
g log 21 log 271
T 2 [log 8 “tlog 3] =9,
5;=0
pri ¢emu je
re=2, =2, r=1, re=0
Dalje je
4 r.
. Zv 2 [log 2. log2 log 3]
Py ) &, liog’s Stiog 5 S2log 5
2= S

2 2
- Slar-abtl 3o o

log 21 log 2 log 3 log 21 ., log 2
Z_I [loa 5 45 Siog s] * [log 53 fog 5]

log 21 log 2
[Iog S5hizelog S] 4,

pri Cemu je
.r‘:’:]’ rgn:], ".Zz=0>” Ts =1t ra""o
o VRS g = A s | U S R o T
Najzad je

1 1
oom 2 [t -sioe )+ 2 log 7 -iog 3 91og 1

"K:

log 21, log 3 log 21 log2 _ log s]
o [rag—'f a fo‘ﬁ] Z [log T “Tog 7 Stlog 7
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[log 21 log 2 log 3] [log 21 log2 , log 3]
log7 log7 log17 log 7 log 17 log 7

1
log 21 log 2 log S log 21 ,log 2 log3
i 2 [log TR 2 log 7 ] [ﬂ)’giT log 7 log 7]

L5 S SR leE
7 Stlog 7
£ og og

log 21 , log 2 [log 21 log 27
[@47_ log 7] llog T -4 log 7] =3

Dakle dobija se
L21H)=1+4+4+5+3=11,
a odavde sleduje
n(21)=25-17=8.
Sada se lako reSava zadatak pod 2°. Doista s obzirom

na znacenje funkcije 2, (¢), ili joS jednostavnije, zamenom u
(11) g=pn ili g=pats (POStO je Payy <2 Pats), sleduje

(12) Pn= }\n (pn)
odnosno
(13) Prt1=hn (Prta) + 1.

Formule (12) i (13) daju relacije izmedu prvih n odnosno n+1
prostih brojeva. Prema tome ceo pozitivan broj koji zadovo
ljava jednacinu

X =%, (x)
ili

x=ky(x)+1
pretstavlja prost broj p, odnosno p,i,. U prvoj jednadini je
dakle p, definisano kao implicitna funkcija prostih brojeva
Pis Pas s Pn—y, @ U drugoj p,4+, takode kao implicitna funk-
cija svi prethodnih prostih brojeva.

Primedba. Jedna relacija izmedu svih prostih brojeva koji

nisu veci od x, i koja definiSe najve¢i od njih kao funkciju
svih prethodnih, bila je poznata ve¢ Legendre-u*. To je

relacija:
]+ B
- B %

pi<<x

* E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Prim-
zahlen, 1909, B. |, str. 75, B. 11, str. 884. Teubner, Leipzig.
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J. Braun** je posmatrao specijalan sluc¢aj ove formule,
a C. I'senkrahe® koristio ju je za odredivanje eksplicitne
formule za p,4,.

M. S. FPopadic

A RELATION BETWEEN THE PRIME NUMBERS

(Summary)
Let
(1) P1> P2y >+, Pn
be n first consecutive primes — i. e p;=2, p,=3 and so on. In the fol-

lowing we solve the two problems: 1° determine from the data (1) the
number of primes of the interval (pn, ¢, ¢ being real less than 2ppyq
and pn+4, the next prime to pn; 2° determine a relation between n first
consecutive primes.

At first it is necessary to solve the following:

Problem 1. Determine the number of all natural numbers of the

form
S 89 S
%) S pni’,,<‘7’
pm; (i=1, 2, ..., n) being any given primes (unnecessarily consecutive ones),

q @ positive number, assuming that s; are natural numbers or zeros.

From the fact that every natural number can be factored uniquely
into prime factors, follows that to every number of the form (2) cores-
ponds one system only of the numbers s; and vice versa. Thus, the num- |
ber of numbers of the form (2) is equal to the number of the systems
of the numbers s; satisfying the relation (2). Logarithming both sides of
the inequality (2), we obtain

SRy +So byt - - +Snhn <1
where
hi=log pm; (i=1,2,-..,n), l=log g,

assuming the base of the system of logarithms to be greater than 1. In

order to solve the problem I, it is necessary to solve: ;
Problem 11. Determine the number of the systems of natural num-

bers, including as well zero, si (i=1, 2, --- , n), which satisfy the inequ:lity

3) St +Sohot - - +Snhn < L
where hi and | are positive numbers.

** Braun, Das Fortschreitungsgesetz der Primzahlen durch eine
transcendente Gleichung dargestellt (Programmabhandlung N: 496, Jahres-
bericht des Fr. Wilh. Gymnasiums in Trier, 1899).

*** C. Isenkrahe, Ueber eine Losung der Aufgabe, jede Prim-
zahl als Funktion der vorhergehenden Primzahlen durch einen geschlos-
senen Ausdruck darzustellen (Mathematische Annalen,-B. 53, str. 42).
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Denoting by A, (¢) tke number of solutions of the inequality (3),
we can prove by mathematical induction the formula:

Ty 'n—
@ rn (@)= D) 2 Z (ra + 1),
$1=0 5,=0 Sn =0
where
<5 b] =
I'z—[hi (lﬁl, 2,-~-,l‘l)
and
by=ly lizlj——Sjhj=l—sh—Shy— --- - sihy (i=1,2,-.., n).

It easy to show that this formula is true fo* =1 and n=2.
Let us assume now that (4) is true for n=*k, i. e. that inequality
Sy fot+Syhz+ - - - + Sity Bkt < L

has

) M (9)= 2 Z‘ Z‘ (rict+1) (log g:=L,)

So=0 s3=0 sx=0
solutions. From the inequality

®) Syhy+Sohot - - A Skt i <
follows
Sohot8y gt - - - A Sky B < L8104

Putting [—s, hy=/; and according to the above hypothesis, the num-
ber of solutions of the last inequality, for a definite value of the s, is
given by the formula 25) By summing over all values of the s;, we ob-
tain for the number of solutions of the inequality (6):

I
M1 (9)= D) 2 ()

51:0
or

Iy Ik
Mt (q)-z| Z . Z (re41+1)

§;=0 s,—=0 sk=0

Thus exactness of general formula (4) is proved. —It is easy to show
that (4) can be written also
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n=1,
@) A (q)= Z di+l,
=0
where
oIy ri
sy N N e
§;7=0 $§,=0 si=0

It should be noted that A, (¢) is a symmetrical function of the

arguments pm; (i—1, 2, - . ., n), what can be seen from the manner used
to deduce the formula (4).
Now let assume pm; =p; (i=1,2, ---, n) and ¢<2pn4,. The

gormulae (4) and (4) represent then the number of all numbers of the
orm

plipr i prey

It is clear that to this set of numbers belong all natural numbers of the
interval [1, p»] and all composite numbers of the interval (pa, ¢]. Hence
denoting by = (x) the number of all primes not exceeding x, we have

7(¢)—= (pn)=[g]—2n(9).
For = (pn)=n, we get

@) 7 (9)=Lg1+n—2n(9)

The greatest value of the [¢] is 2pnty—1 (if ¢ > 2 pn+4, then the
right‘side of the equality (7) represents the number of all primes and
composite numbers, divisible by a prime exceeding pn).— We remark that
the formula (7) has rather a theoretical significance, for its application
is very inconvenient.

In the original paper is computed = (21) for n—=4.

It is now easy to solve also the problem 2.

According to the signification of the function A, ¢, or still simpler,
inserting g=—pn or g=pn+4, in (7) (since pnty<<2 pn+4), We obtain

(8) Pn=—"2n(pn)
and
®) Prt=—=hn (Pntq) + 1.

The formulae (8) and (9) represent the relations between n and r+1 res-
pectively first p-imes. Thus the number which satisfies the equation

X=%p (x)
or
X—NAn (x)+ 1

represents prime pp and pp+, respectively. In both formulae the greatest
prime is determined as implicite function of all previous primes.
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A remark. A relation between first primes < x was known to Le-
gendre. It is the relation

B3 B i
pi < x

which determines the greatest prime<(x as funktion of all previous
prims*.

* See the footnotes at the end of the original paper.



