TRECA METODA INTEGRACIJE
NEMENYI-TRUESDELL -ove JEDNACINE
DRAGOSLAV S. MITRINOVICZ

1. Predmet ovog ¢lanka je neodredena diferencijalna jed-
nacina®)
o

(1) o +kf =0, (kzcons#O),

sa dve nepoznate funkcije F(x) i f(x).
U slucaju kada je

k=n*-1, (n=prirodan broj# 1),

na jednadifiu (1) se svodi, kao $to su pokazall Neményi i
Truesdell®, opsti problem ravnoteZe iz membranske teorije
ljuske koja ima oblik rotacione povrSine.

Nedavno smo dali dve metode® integracije pomocéu kvadra-
tura Neményi-Truesdell-ove jednacine (1), a sada cemo
navesti treéu metodu koja je veoma jednostavna [ primenljiva
takode na neodredene jednacine opstijeg oblika od jednacine (1).

2. Ispitajmo da li jednacina (1) ima reSenja (F, f) koja su
vezana relacijom
) F=T(f),

gde je T neka proizvoljna funkcija promenljive 7, neprekidna
i diferencijabilna.

e ek : df = af
D -Gy P =g r L= g0

?) Videti: [1], [2], [8]
3) Videti: [4], [5], [6]-

Bunren 1, Cxomnje 2
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Iz relacije (2) se dobija®
(3) : F=fT, Fr=f2T+f"T.
Neodredena jednacina (1), prema (3), postaje
4) FrT+freT+kf”T=0.
Stavljajuci
f'=p,

jednacina (4) dobija oblik®

) ((T+kT) % 1 pfT =0,

Ako je

T=cf* (c=proizvoljna konstanta),
tada je
fT+kT=0.
Uz pr8tpostavku
T#cf*, -

jednac¢ina (5) dobija oblik

gde su promenljive razdvojene.
Posle integracije, jednacina (6) daje-

fr
et
5 E fT+kT
tj. X
(1 p=AXN(f), (A=integraciona konstanta).
SR R
o T = Fra T = e
5) Slucaj kada je

J(®¥)=ax+b, (a, b=const.),
iskljuCujemo iz rasmatranija.



Integracija Neményi-Truesdell-ove jednacine 10

[z (7) izlazi

(8) ' }\‘fg =Ax+ B, (B=integraciona konstanta),

odakle se, posle izvrSene integracije i inverzije, dobija
f=p(Ax+B).

Ako funkciji T (f), sa kojom raspolaZemo proizvoljno, una-
pred damo jedan odredenu oblik, potrebno je izvrSiti, jednu za
drugom, dve kvadrature i na kraju jednu inverziju, da bismo
eksplicitno nasli funkciju f(X).

+ 3. Poredenjem gore izloZene metode sa dve metode ranije

objavljene, dolazi se do ovih zakljucaka:

1° IznalaZenje reSenja (F,f) jednacine (1) po prvoj® od
navedenih metoda je najkomplikovanije, dok je po drugoj” naj-
prostije;

2° Sve se {ri metode mogu uspeSno primeniti na neodre-
dene diferencijalne jednacine vrlo op3teg oblika;

3° Samo treéa metoda, formulisana u generalisanoj formi,
daje mogucnost da se integrali neodredena jednacina®

Fr/ fm fr F/ f”
©) = e o

(n=prirodan broj)

na koju se svodi problem pomeranja® iz teorije elasticiteta.
Zaista, ako se jednacini (9) pridruZi relacija'®

i T(fl)1

gde je T neka proizvoljna funkcija od 77, dolazi se do jedne
diferencijalne jednacine u kojoj se promenljive mogu razdvojiti.

4. Metoda, prikazana u tacki 2 ovog c¢lanka, moZe se
primeniti, na primer, na jednacinu oblika i
§) Videti [4] 1 [5].

7) Videti [6].
8) IskljuCuje se iz posmatranja slucaj
f=ax+b, (a, b=const).
9) Videti [8], str. 139 i str. 142.
1) Pretpostavlja se da je 7# C(f))%, (C=const).
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(10) F”H,(F, )+ f”Hy(F, f) - '™ H,(F, f),
(m=const),

gde su H,, H,, H, ma kakve funkcije naznacenih argumenata.
Ako se jednacini (10) pridruZi relacija (2) i uzmu u obzir
obrasci (3), dobija se

: ; dp -
an (TH1+H2)‘—;—; + 7 H, p=H, pm1.

Posto su, s obzirom na relaciju (2), izrazi
THLH, T, I,

funkcije jedino promenljive 7, jednacina (11)je Bernoulli-eva
tipa ¢ija je integracija poznata.
Ovde se pretpostavlja da se izraz

TH BT, £1+ H T ), £)

identi¢ki ne anulira.

Primetimo da se jednac¢ina (10) svodi na (1) u slucaju
kada funkcije H,, H,, H, imaju, na primer, ove partikularne
oblike:

e
F’ d2=7)

1l

H, H,=0, (k = const).

Uopste, podesnim izborom funkcije

df d*f d”f)
(st g i di

mogu se integraliti neke neodredene jednacine, koje pripadaju
tipu

Q(x;F,dF @F  drF L df &*f d‘If)

dx’ dt’ dwp'ldx’ d¢ dn
‘ako im se pridruzi relacija

HE e 41”‘).

F=T(5 £ g ol
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Résumé

TROISIEME METHODE D’INTEGRATION DE L’EQUATION DE
‘ NEMENYI - TRUESDELL
Par
D. S. MITRINOVITCH

1. L’objet de cette Note est 'équation indéterminée?)

(N g + k ;—” =0, (k=constante arbitraire =0),

aux deux fonctions inconnues F(x) et f(x), présentant, lorsque
k=n*-1, (n=nombre naturel =1

Uéquation fondamentale d’'un probléme des couches élastiques.

Ayant- été établie par Neményi® et utilisée avec succes
par Truesdell®, comme point de départ dans ses recherches
relatives a la théorie des couches élastiques, nous avons dé-
nommé cette équation de Neményi-Truesdell.

Tout récemment, nous avons indiqué deux méthodes®) four-
nissant des solutions de I'’équation (1), exprimées par des qua-
dratures. Ici, nous exposerons une troisiéme méthode, fort sim-
ple, qui donne aussi des solutions de I’équation en question.

2. Proposons -nous de trouver, si cela est possible, la so-
lution (F, f) de (1), satisfaisant a la relation

) . F=T(f),

T étant une fonction arbitraire de 7, supposée continue et dérivable.
La relation (2) fournit

Fi=f#; Fr=frisf7,
En portant ces valeurs dans (1), on obtient
(3) T+ f2T +k7T=0.

1) Les accents désignent des dérivées par raport 2 x; les points des
dérivées par rapport a f.

% Cf. [1]
%) Cf. 2], [8])
9 Cf. [4], [5], [6].
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Cette équation déterminant la fonction f(x), si 'on pose
f'=p, prend la forme

I £
4 Ll g,
) P e

en supposant que I'expression 77+ kT nes’annule pas identique-
ment.

L’équation (4), aprés I'intégration, s’écrit

p=Aexp(~ T{Ik—rdf),
d’ou
) j [‘exp( j‘fr.f%r—df)]dfmélxth,

A et B désignant deux constantes d’intégration.
On en tire

f=0(Ax+ B),

la fonction 6 étant connue si Ion donne la formede T dont on
dispose arbitrairement.

La fonction T (f) étant assignée par avance, pour trouver
explicitement la fonction f(X) et par suite F (x), on aura a effec-
tuer, l'une apres lautre, deux qudratures (voir la relahon (d)) et
finalement @ faire une inversion des variables.

3. Ce procédé d’intégration s’applique aussi avec le méme
succes a des équations de forme beaucoup plus générale. En nous
réservant d'y revenir dans un autre travail, citons comme exem-
ple I'équation

(6) F”H,(F,f)+f"Hy(F, )= f'm H,(F, f)

(m=const)

qui se réduit a (1), si les fonctions H,, H,, H, ont les expres-
sions trés particuliéres suivantes:

HIE%, HE% H,=0, (k = const).
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L’équation (6) avec la condition (2) prend la forme
(M (TH1+H2)d—f+TH1p=H3p’"".

Etant donné que les expressions
TH St T I

ne sont fonctions que de la variable 7, 'équation (7) est préci-
sément une équation du type de Bernoulli, dont 'intégration
est bien connue.

Plus généralement, par un choix convenable d’une fonction

di= der f)
Maron e

on pourra intégrer des équations indéterminées, rentrant dans le
type

of B ERLCTEE S ﬂ)'__o
St v gt g e

en rattachant a cette équation la relation suivante

el on s ﬂ)

di-de . A
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