DRAGOSLAV S. MITRINOVIC

POVODOM GORTLER-OVIH REZULTATA O LINEARNOJ
DIFERENCIJALNOJ JEDNACINI DRUGOG REDA

1. Da bi dopunio Kamke-ovu zbirku diferencijalnih jed-
na¢ina!), Gortler?) je naveo Cetrnaest tipova integrabilnih
linearnih diferencijalnih jednacdina drugog reda. Kao matemati-
¢ar koji se bavi pitanjima primenjene matematike, GOrtler
se zadrZzao na onim tipovima koji mogu da budu od interesa
u primenama. Do svojih rezultata Gortler je doSao, kako
on sam kazZe, delom slu¢ajno, delom pri prouc¢avanju odredenih
problema primenjene matematike®). Pomenute slucajeve integra-
biliteta Gortler je naveo bez ikakvih komentara tako da ne
znamo kako je te rezultate dobio.

U ovom radu pokazaCemo, da svi Gortler-ovi slucajevi
integrabiliteta, izuzev jednoga®), proisticu iz cCinjenice: da se
linearna jednacina

(1) P (%) Y7 + 91 (X) Y + 92 (x)y=0
integrali pomoéu kvadratura, ako se moZe svesti na sistem vida

F(x)y +G(x)y=z

@)
Hx)z +1(x)z=0

koji je integrabilan kada su proizvoljne funkcije F, G, H, I ne-
prekidne i diferencijabilne u posmatranom intervalu promenlijive X.

1) E. Kamke, Differentialgleichungen: Lisungsmethoden und Lo-
sungen, Bd. I, 8. Auflage, Leipzig, 1944. — Videti narocito deo: C. Einzel-
Differentialgleichungen, S. 289—636, 638—660.

2) H. Gortler, Ergdinzungen zu: Kamke, Differentialgleichungen:
Lésungsmethoden und Losurzgen (Zeitschrift fiir angewandte Mathematik
und Mechanik, Bd. 22, 1942, S. 233—234).

3) Ovo je doslovan c1tat iz navedene GOrtlier-ove rasprave:

»lch habe die teilweise zufféllig, teilweise im Rahmen bestimmter
Fragestellungen der angewandten Mathematik gefundenen Ergebnisse nur
so weit verallgemeinert, als mir dies aus Zeitgrunden gegenwd-tig mog-
lich war.“

4) Taj se slucaj odnosi na jednu jednacinu u Cijem se reSenju po-
javljuje cilindri¢ka funkcija. i
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Koriste¢i se navedenom primedbom?®), u datoj i generali-
sanoj formi, uspeli smo da dobijemo niz kriterijuma integrabi-
liteta linearnih jednacina odredenog tipa, i da tim kriterijumima
obuhvatimo, kao partikularne slu¢ajeve, mnogobrojne izolovane
rezultate (,slucajne“ rezultate). Takav je slu¢aj i sa Gortler-
ovim rezultatima, kao §to ¢e dalje biti pokazano.

2. Ako se iz sistema (2) eliminiSe funkcija z, dobija se
linearna jednacina drugog reda

3) FHy” +(F'H+ FI+ GH)y +(GH+ Gl)y =0.
Stavljajuci
: F=1, G=f(x), H=1, I=g(x),
jednacina (3) postaje
(4) V' +(f+8)y + (" +fg)y=0,

atoje Gortler-ova jedna¢ina [G. 6; K. S. 643, Gl. 2.71a]°).

Ako se u (3) stavi:

F=f(x), =1, H=1, I=g(x);
dobija se

() fy+('+fg+1)y+gy=0,

§to pretstavlja Gortler-ov siu¢aj [G. 14; K.S. 637, Gl. 2.444a].

5 1. D. S. Mitrinovitch, Sur un cas de réductibilite d’équations
différentielles linéaires (Comptes rendus de I'’Académie des Sciences de
Paris, t. 230, 1850, p. 1130—1132);

2.D.S. Mitrinovié¢, Postupak za formiranje kriterijuma inte-
grabiliteta linearnih diferencijalnih jednalina Ciji koeficijenti imaju oblike
unapred date (GodisSen zbornik na Filozofskiot fakultet na Univerzitetot
vo Skopje, knjiga 2, 1949, str. 209—246);

3.D.S. Mitrinovitch, Sur un procédé fournissant des équa-
tions différentielles linfaires intégrables d’un type assigne d’avance (Publi-
cations de !’Institut de I’Académie serbe des sciences, t. 3, 1950, p. 227—234).

6) Ova oznaka znaci da je odnosna jednaCina numerisana pod bro-
jem 6 u navedenoj Gortler-ovoj raspravi i da je uneta u navedenu
K a m k e -ovulzbirku, na str. 643 pod N: 2.77a. U ovoj raspravi koristicemo
se nviSe mahova navedenom oznakom, gde je G. skradenica od Gortler
i K. skratenica od Kamke.



Povodom G o6 rtler-ovih rezultata 5

Jednacina (%) svodi se na sistem
y+ix)y=2,
Z+g(x)z=0.
Jednacina (5) svodi se na sistem
fy+y=z,
zZ+g2=0.
Jednacina (3), u slucaju kada je:
Fex, G=flx)=a; H=x =01

B (a= const),
postaje

» (6) 2y +xfy+lal—a) +{a-1)f+xF]y=0
i pretstavlja Gortler-ovujednacinu[G. 12; K. S. 648, Gl. 2.218a].
Jednacina (6) se svodi na sistem
xy'+(f-a)y=z,

xzZ+(@-1)z=0.
Kada je: :

F=1, G=-af(x), H=1, I=(a+1)f(x)

(a = const),
jednacina (3) postaje

y'+fy -[af'+a(a+1)f*]y=0,
itoje Gortler-ov slucaj [G. 5; K. S. 643, GI. 2.76a].
Poslednja jednacina moZe se svesti- na sistem:
¥ -8t y=z,

Z+(@+1)fz=0.
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Ako je
F=x, G=a+bx, H=x, I=f(x)-bx+a-1
(2, b= const),
jednacina (3) dobija oblik
2y 4 x(f+2a)y +[a(a-1)- 52+ (a+bx) fly=0,
§to je takode Gortler-ov sluéaj [G. 13; K. S. 648, Gl.2.218b].
Poslednja jednacina svodljiva je na sistem
xy+@+bx)y=z,
xzZ+(f-bx+a-1)z=0.
3. Jednacina (3), u slucaju kada je:

F=1, G= -f(x), H=1, I=f(x),
dobija vid
(M) y’=(f'+1%)y.
Ova jednacina moZe da se svede na sistem
y-fy=z,
Z+fz=0.
Jednac¢ina Hill-ova tipa [G. 1; K. S. 641, Gl. 2.23a]
(B) s [a‘%lﬂ + ¢®+ (2ac + b) cos x+ (2bc - a) sin x

2 2

g
2

cos 2 x+ab sin Zx]y

(a, b, c=const)
spada takode u tip (7), gde je

f(x)=acosx+bsinx+c.
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Napomenimo da je mogucno, polaze¢i od jednacine (7),
formirati integrabilne Hill-ove jednacine daleko opStijeg ob-
lika od slu¢aja (8) koji je naveo Gortler.

Gortler-ova jednadina [G. 2; K. S.640, Gl. 2.20a]

©) y”=[a*+b(1+2a)e* +b*e**]y
takode je tipa (7), §to je Kamke vel konstatovao, jer je ovde

f(x)=aex +bx.

Jednac¢ina (9) svodi se na sistem:

y-(ae* +bx)y=2z,
z’+(éex +bx)z=0.

4. Posmatrajmo sada jednacinu [G. 4 (a); K. S. 641, Gl. 2.63a]

(10) Y +(@+bex)y +(a,+bex +c,e2*)y=0,
gde su a, b, a,, b,, c; konstante.

Gortler je naveo da je jednacina (10) integrabilna, ako je:

a,=a(a-a),

(11) b=ba+2aB-ap-3,

¢, = -B(b+8B),
(o, = proizvoljni parametri).

U jednom ranijem radu”) pokazali smo da je jednacina (10),
uz uslove (11), svodljiva na jedan sistem oblika (2) i tom pri-
likom smo dobili dosta opSte rezultate za jednainu oblika

Y’ +(aes*+b)y'+(Ae**+Bes*+C)y=0
(s,a, b, A, B, C=const)
koja sadrzi jednacinu (10), kao partikularni slucaj.

7) Videti citat 5) pod 2 i 3.
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10) i (11) obuhvataju, kao partikularni sluc¢aj, rezultat:
[G. 4; K. S.641, Gl. 2.63a].

5. Uzmimo sada jednaclinu [G. 8; K. S. 644, GI. 2.1155]
(12) xp2 2l by + [21)+(b2 = %)x—c?xe‘z’ijzo.

Jednacina (12) svodi se na sistem

Xy + [(b ;)x Fexe* + ]]y:z,

z + [(b s

Jednac¢ina [G. 9; K. S. 644, GI. 2.115¢]

)=ce*|z=0.

oo —

xy’+2(01+bx)y +[2b+b6°x+cxex(1 -ce*)]y=0
svodi se na sistem
xy +(bx +cxex +1)y=2z,
Z+(b-cex)z=0.

Jednac¢ina [G. 10; K. S. 641, Gl. 2.207q]
xXy"+(@x+b)xy
+[A(@-A)x*+(Ab+Ba-2AB)x+B(b-B-1)]y=0

svodljiva je na sistem jednacina v
xy' +(Ax+ Q)y Lz
xZ+[(@a-A)x+(b-B-1)]z=0.
6. Posmatrajmo sada jednacinu [G. 11; K. S. 648, Gl. 2.212a]
(13) »y"+(@x*+bx+c)xy +(Ax*+Bx*+Cx+D)y=0,

gde su a¢,b,c, A, B, C, D proizvoljne konstante.
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e

Ako se u:(3) stavi:
F=xkt2 G=2 xF3 4 X, xkt2 4 2, xFH
H=1, I=sp
(k, Ny, Xy, Xy, p=proizvoljne konstante),
posle skracivanja dobija se jednacina oblika (13), gde je:
a=12,,
b=2y+p,
cC=7+k+2,
(14) A= p.,
B=(k+3) 1 +2yp,
C=(k+2)2y+ 2,5,
D=(k+1)1,.
Iz poslednjih relacija izlazi da su od sedam koeficijenata
jednacine (13) pet proizvoljni.
Da bismo na$§ rezultat doveli u vezu sa Gortler-ovim,
reSicemo sistem (14) po
: A; B, C, By Xy 51,k
pa se dobija:
A=a(b-r),
B=a(c-s+1)+r(b-r),
C=bs+cr-2rs,
D=s(c-s-1),
g a,
p=b-r,

k=c-s-2.
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Proizvoline parametre 2, i }, oznaCili smo respektivno
Sa.riis:

Tako smo dobili Gortler-ov slu¢aj u obliku koji je
tome rezultatu dao Kamke [G. 11(2); K. S. 648, Gl. 2.212a (b)].

Na osnovu izloZenog moZe se formulisati ovaj rezultat:
Diferencijalna jednacina (13), u kojoj je:

A=a(b-r), B=a(c-s+1)+r(b-r),
C=bs+cr-2rs, D=s(c- s‘~ 1)
(a, b, c, r, s=proizvoljni parametri)
svodljiva je na sistem
Xt g dilaxt S arati s x?*S*f)y =2z,
Z'+(b-r)z=0.
Podimo opet od jednacine (3) i neka je sada
F(x)=x12, G (x)=), X524 0, xFH,
Hx) =1, I(X)=p;X+p,.
Jednac¢ina (3), u ovom slu¢aju, dobija oblik (13), gde je:
a1y
b=ps+1,
c=2y+k+2,
A=27py,
B=2pa+ 21y,
C=(k+2) 0+ 2gps,
D=(k+1)1,.
Iz poslednjeg sistema izlazi:

A=ar,
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B=as+r(b-r),

C-bster-2rs,

D=s(c-—-s-1),
m=a,

pe=b-r,

k=c-s-2.

Ovde je mesto 1, i X, stavljeno respektivno r i s.
Prema tome, imamo rezultat: -
Diferencijalna jednacina (13), gde je:

A=ar, B=as+r(b-r),
C=bs+cr-2rs, D=s(c-s-1)
(a, b, c, r, s = proizvoljni parametri),
svodljiva je na sistem jednacina
XSk (=S bt S )=
Z'+[ax+(b-r)]z=0.

Posmatrani slu¢aj je upravo Gortler-ov slu¢aj integra-
biliteta [G. 11(1); K. S. 648, Gl. 2.212a (2)].

7. Ako se uzme:
F=x, A=)+ x+),, H=1, I=p,
jednacina (3) dobija oblik
(15) xy'+(@x*+bx+c)y+(Ax*+Bx+C)y=0,
gde je |
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Bl B
A=,
B=2X\o+27 1,
C=2 +hyp.
Na osnovu izloZenog moZe se formulisati ovaj stav:

Diferencijalna jednacina (15), ¢iji koeficijenti zadovoljavaju
dva uslova

A(c-2)=a(C-0b),

(16)
(c -2 (B-2a)=(C-b)(bc-b-C),

svodljiva je na sistem

XY+ X+ M) y=2,

Z +p.z=0,

gde je:
Ao=0a,
oy bc-b-C
e Lai g =)
No=1€ =1
g G el
R

Ako stavimo

A=a(b+r),

gde je r jedan parametar, dobijamo, na osnovu relacija (16),
C=b+(c-2)(b+r),

B=2a-b(b+r).
Dalje je:

R @iy = —rs =g b e bi T
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Prema tome, poslednji stav glasi:
Diferencijalna jednacina (135), gle je:

A—~a(b+r),v
B-=2a-b(b+r),
C=b+(c-2)(b+r)

(a, b, c, r = proizvoljni parametri),

svodljiva je na sistem
xy+@x>*-rx+c-l)y=2z,

Z+(b+r)z=0.

Taj slu¢aj je takode dobio Gortler [U.1(1); K. S. 646,

Gl. 125¢(a)].
Stavljajuéi zatim

FE xk+1) G = }‘O xk+2 s )“1 xk+19 HE 1 ) IE Py

jednac¢ina (3) dobija, isto tako, oblik (15), gde je
a=2x,
b=12,+p,
c=k+1,
A=Dop,
B=(k+2)ho+2 1,
C=(k+1)1,.

Otuda se zakljucuje: jednacina (19), ¢iji koeficijenti zado-
voljavaju ova dva uslova

c(ab-A)=Ca,

(c+1)a®+A(ab- A)-Ba,
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svodljiva je na sistem
xER L O X R ot pais
Z+pz=0,
gde je:

Yiil
Ao~ }\1=b—7, n— ;,k=c—1.

Da bismo ovaj rezultat sveli na GOrtler-ov slucaj

[G. 1(2); K. S. 646, Gl. 2.125¢ (b)], stavimo
A= a‘(b%r),

tako da se dobija stav:
Diferencijalna fednacina (15), u kojoj je:

A=a(b+r),
(17 B=a(c+1)-r(b+r),
C=-cr
(a, b, c, r=proizvoljni parametri)
svodljiva je na sistem:
Xy i(art = rxt)y=2,
(18)

2+ (b+r)z=0.

Lako se izvodi i ovaj rezultat:
Sistemn
xy+(ax*-rx)y==z,
xZ+[(b+r)x+c-1]z=0,
posle izbacivanja funkcije z, dovodi takode do jednacine (15),
Ciji su koeficijenti definisani obrascima (17).

Da bismo dobili Gortler-ov slucaj [G. 7(3); K. S. 646,
Gl. 2.125¢ (¢)], stavimo

F=x, G=hxsde 'Hel, Iepyvin,
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pa se zakljucuje: ;
Jednacina (15), ciji koeficijenti zadovoljavaju uslove

Ba*=a*(c-1)+A(ab- A),
Ca’=A+(c-1)(ab- A),
svodljiva je na sistem:
xy+Qyx+2)py=2,
2+ x+p.)2=0,

gde je:

A ; A
}\127’ Ap=c-1, py=a, }12217‘ i

Ako se stavi
A= -ar,

dolazi se do ovog stava:
Diferencijalna jednacina (15), u kojoj je:
A= -ar,
B=a(c-1)-r(b+r),
C=b(c-1)+r(c-2)
(¢, b, ¢, r = proizvoljni parametri)
svodi se na sistem
xy+(-rx+c-1y=z,
Z+(@ax+b+r)z=0.

Da bismo izveli Gortler-ov slucaj [G. T(4); K. S. 646,
Gl. 2.125¢ (d)], poci ¢emo od funkcija

F=x1, G=lxt, H=1, [=sp x+p,.

U ovom slu¢aju za jednacinu (15) izvodimo zakljucak:

Diferencijalna jednacina (15), ciji koeficijenti zadovoljavaju

uslove :
Ba*= A(ab-A),

Ca = Ac,
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svodi se na sistem

e
Byt yS2i

z’+(ax+b~§)z=0.
Stavljajuci
A= —ar,

poslednji zaklju¢ak mozZe se ovako formulisati:
Diferencijalna jednacina (15), gde je

A= ~ar, B= ~r(b+r), C= —cr
(a, b, c, r = proizvoljni parametri),
svodi se na sistem
XY T XY=2,
Z4+(@ax+b+r)z=0.

8. Gore smo pokazali da Gortler-ovi slu€ajevi integra-
biliteta proizlaze iz jednog zajedni¢kog izvora, §to omogucava
da se svi ti slucajevi uopsSte.

Primer. Podimo od jednacine

(19) xy’+(@x*+bx+c)y+(Ax*+Bx+C)y=0,
gde je
A=a(b+r),

B=a(c+1)-r(b+r),
C=-cr
(a, b, ¢, r=proizvoljni parametri).
Napred smo utvrdili da je jednac¢ina (19) svodljiva na
sistem ;
xy+(@x*-rx)y==z,

. (20) :
xZ+[(b+r)x+(c-1)]z=0.
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Posmatrajmo sada op3tiil sistem

fx)y+@x*-rx)y=z,
¥ L

1)
xZ+[(b+r)x+(c-1)]z=0,

. gde je f(x) proizvoljna funkcija.
Ako se iz (21) eliminiSe z, dobija se

(22) Dy (x)y" + Do (X) J' + Dy (%) =0,
gde je
®,(x)=x1(x),
(23) D, (X)=xf"(X)+[(b+r)x+(c-1)]1f(x)
+(ax-r) X2,

Dy(x)=a0+r) P +[alc+1)-r(d+r)]x*-crx.

Jednadina (22), koja se moZe svesti na sistem (21), obu-
hvata o&evidno jednacinu (19) kao partikularni slucai.

Posto funkcija f(x) ima proizvolian oblik, moZemo je, na
primer, izabrati tako da se koeficijenat uz y’ u jednacini (27)
anulira, tj. da je

(24) x-g+ [0+nx+(c-1)]f+@x-rxz-o0,

odakle se f(x) moZe lako izracunati.

Jednacina (22), gde je funkcija f(x) definisana linearnom
jednacinom (24), dobija” oblik

. Y =0y,
gde je
1

<D(x)=?(?){a(b+r)x"’+ [a(c+1)—r(b+r)]x~cr}. ;
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D. S. Mitrinovitch

SUR LES RESULTATS DE GORTLER ‘RELATIFS A L’EQUATION
DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU SECOND ORDRE

(Résume)

1. Afin de compléter le Recueil de Kamke[l] d’équations -diffé-
rentielles, Gértler[2] a indiqué les quatorze types des équations dif-
iérentielles linéaires du second ordre, intégrables par quadratures.
Comme mathématicien s’intéressant aux problemes de Mathématiques
appliquées, il a porté son attention sur des équations susceptibles d’étre
d’un intérét dans des applications. Aux termes de GOrtler méme, il
est parvenu a ses résultats, en partie par hasard, en partie en traitant
certains problemes de Mathématiques appliquées. Il y a lieu d’ajouter que
Gortler indique ses cas d'intégrabilité sans aucuns renseignements

sur le procédé a l'aide duquel il a obtenu les résultats en question..

2. Dans cet article on montre que, sauf un, tous les cas d’intégra-
bilité de GOrtler dérivent d'une méme source simple, a savoir du
fait suivant:

Toute équation linéaire
M ®o (X) V" + 91 (%) Y + 93 (x) y=0
s’integre au moyen des quadratures si elle peut €tre réduite au systéme
FRy+axy=z,
@)
H(x)z+1(x)z=0

qui est intégrable toules les fois que les fonctions F, G, H, I sont conti-
nues et derivables dans [lintervalle considéré de la variable x.

3. A titre d’exemple, considérons I’équation de Gortler
(3) x2)" +ax2+bx+c)xy' +(Ax3+Bx2+Cx+D)y=0
avec -
A=a(b—r), B=a(c—s+)+r(b—-r),
C=bs+cr-2rs, D=s(c—s—1),

a, b, c, r, s étant des parametres indépendants de x.

L’équation (3), dont l'intégrabilité est constatée par Gortler, est
réductible, comme cela suit du notre procédé, au systeme intégrable

*+) 2y Hax o rat s x5 ) y—g,

) Z+(b—r)z=0.
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Il est évident que I’équation (3) se géndéralise si I'on part du der-
nier systeme d’équations et si 'on admet que les coefficients dans ces
équations dépendent des fonctions arbitraires de x. Ainsi, par exemple,
?n aura une généralisation si, au lleu de I’équation (4”), on prend I’équa-
tion

#") ’ Jx)Z+(b-r)z=0,

ol f (xg désigne une fonction arbitraire.

ar I’élimination de z des relations (4) et et (+ ), on obtient une
équation de la forme (1) contenant I’équation (3) comme cas particulier
pour f(x)=1.
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