DRAGOSLAV S. MITRINOVIC

O DIFERENCIJALNOJ JEDNACINI
JEDNOG VAZNOG PROBLEMA TEORIJE ELASTICITETA

Posveceno Profesoru
E. Kamke-u
povodom SezdesetogodiSnjice njegova Zivota

1. Predmet ove rasprave je Neményi-Truesdell-ova
diferencijalna jednacina
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gde je n ceo pozitivan broj i gde su F i f dve funkcije pro-
menljive z koje treba odrediti.

Neodredena jednacina (1) je osnovna jednacina opSteg
problema®) ravnoteie iz membranske teorije ljuske koja ima
oblik rotacione povriine. S obzirom na to da je integracija
jednac¢ine (1) pomocu kvadratura ostvarena do sada samo u
veoma malom broju slucajeva, navedeni problem reSen je ta-
kode samo u nekoliko partikularnih sluc¢ajeva, kao $to se kon-
statuje iz obimne literature”> o ovom pitanju.

U ovoj raspravi daéemo jednu metodu na osnovu koje [e
moguéno konstruisati beskrajan niz reSenja F,, f, jednacine (1).

2. Umesto jednacine (1) posmatracemo sistem od dve li-
nearne diferencijalne jednacine

1) Videti [6], [10], [11]. Brojevi izmedu zagrada [ ] upucuju na li-
teraturu koja je priloZena iza izvoda na francuskom.

2) Videti [18], [14] gde je Truesdell analizirao rezultate do ko-
jih su dosli: E.Meissner, H Reissner, P. Neményi, E. Reis-
sner, V. Sokolovsky i drugi. Truesdell-ovoj bibliografiji
treba dodati rasprave: [12], [16], kao i druge najnovijeg datuma. Takode
videti: [17], str. 589—3591 1 [18].
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gde je @ proizvoljna funkcija promenljive z, ili opStije jednacinu

’ dzH
(3) A -hiEH,

u kojoj se pojavljuje proizvoljan parametar /4, nezavisan od z.

Prema tome, integracija Neményi-Truesdell-ove
jednacine svodi se na obrazovanje jednacma oblika (3) koje ce
biti integrabilne za ma kakvo /.

3. Ako je a (x) (a=const) jedna proizvoljna neprekidna
funkcija od x koja ima tri prva izvoda, jednacina (3), smenom
promenljivih

4) 7=a(n), H-Nd' (),
dobija oblik :

d?q { : ey vl a”’]
() e no@ar (%) -5 (&) | »

gde su a, a7, @' izvodi po x.
Izaberemo li funkciju a(x) tako da je

(6) D(a)a'2-1,
jednacina (5) postaje
- [T e
() dr |1 \a 2 S
ti. dobija oblik '
fﬂ[ ]
(8) S = |oG+n

gde je
©) o= (&) -5 (%)
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Na osnovu gornjeg rezultata moze se formulisati:

Stav . Ako je diferencijalna jednacina (3) integrabilna
pomoéu kvadratura za proizvoljnu vrednost parametra h, tada je
diferencijalna jednacina (8) takode integrabilna za proizvoljnu
vrednost istog parametra. Funkczja ¢ (x) je odredena relacijama

(6) £ (9).

4 Kao Sto smo napred pokazali, sa jednacine (3), smenom
promenljivih (4), prelazi se na jednacinu (8), gde se funkcija
¢ (x) izra¢unava na osnovu relacija (6) i (9).

Na pitanje o tome da li je moguéno preéi sa jednaline
(8), pod pretpostavkom da je ona integrabilna za dato ¢ (x) i
ma kakvo £, na jednacinu oblika (3), dobija se afirmativan od-
govor, Sto pretstavlja rezultat koji ima ne samo teoriski vec i
prakti¢ni znacaj.

Da bi se naSla ona supstitucija koja transformuje jedna-
¢inu (8), za dato ¢(x) i ma kakvo £, u jednacina (3), treba
poci od relacije (9). Ako se tu stavi

(10) i a9

a Q)

(v=w(x), wzconst),
dobija se jednacina

d* w
(11) Ex—g‘:q)(x)(l).

Od bitnog je znacaja Cinjenica S$to jednacina za odredi-
vanje funkcije w (x), odnosno a(x), ima oblik jednaline (8) za
h=0.

Na osnovu izloZenog moZe se formulisati stav obrnut sta-
vu I, a koji glasi:

Stav 1l Integrabilnost pomocu kvadratura jednacine (8),
za dati oblik funkcije ¢ (x) i proizvoljno h, povlaci za sobom
integrabilnost jednacina (11) i (10) za h =0, kao i integrabilnost
jednacine (3) za proizvoljno h, gde je f'unkcz_'ja D (2) definisana

relacijama
i
e
dx

5. Efektivno prelaZenje sa jedne integrabilne jedna¢ine ob-
lika (8) na jedna¢inu (3) sastoji se u ovome. Neka je w (x)

D(2)= z=a(x).
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jedno reSenje jednacine (11), tj. jednacine (8) za ~=0 koja je
integrabilna, prema pretpostavci, za proizvolino /4. lz relacije
(10) se nalazi

B
a(x):‘ ¢ ‘ ’d:‘ 2)
Sy 0
gde su C, i C, integracione konstante, x, jedna numericka kon-
stanta podesno izabrana.
Prema (4), opSte reSenje jednacine (3), za proizvolino A,
odredeno je relacijom

(12) o

48

gde je 1 opSte «rééenje jednacine (8) za f proizvoljno.
Funkcija @ (z) odreduje se pomocu relacija

: 4 X 3
(13) ()=2, 2-C, | e

de e

Vaina je cCinjenica da se u funkciji @ (2) pojavljuju fri
proizvoline konstante.
Zaista, neka je izraz

w =Ky 0;(%) + Ky w0, (x)

opSte reSenje jednacine (11). U tom izrazu sa K, K, oznacili
smo dve integracione konstante; sa «,, ®, dva linearno neza-
visna partikularna resenja jednacine (11). Tada se moZe napisati:

4 -
D (z)=(i(£ W, + —l—<i— mz) Z = Jx ’Td—x&—g,
R
Sto pokazuje da se fri konstante C,, K;, K, mogu skupiti u
dve. Treca konstanta je C,.

U opstem redenju diferencijalne jednacine (3) pojavljuju se
jos dve nove proizvoljne konstante, tako da Neményi-Tru-
esdell-ova jednac¢ina (1) ima za reSenje skup od dve funkciie
F i f u kojima se javlja sedam proizvoljnih konstanata, tj. funk-
cije F i f su oblika

F=4,0,(z, Ky, Ky, Kg) + A, 0, (2, Ky, K>, Ky),
f= *4:1 93 (z, Kn Kza Ka) i 144 @4 (Z, K1: Ki!’ Ks)
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Sa K,, K,, K; smo oznacili konstante koje se uvlace preko
a(x) i w(x); sa Ay, Ay, A;, A, konstante koje se javljaju prili-
kom integracije jednacina (2); sa ©,, O,, 9,, ©, funkcije koje
- se mogu odrediti kada je data funkcija ¢ (x)

Ako se u (12) i (13), radi uproS¢avanja, stavi

G-l 90, =0,
dobija se ovaj rezultat:

Stav lll. Diferencijaina jednacina (8), ako je integrabilia
za h proizvoljno, svodi se, smenom promenljivih

| :
(14) 1-Ho, 2| Ex

X (Uz

gde je w(x) jedno resenje Jednacine (8) za h 0, na jednacinu
(3) u kojoj je h proizvoljno, dok je funkcija O (z) definisana
relacijama

(15) B(2) = w2 z=j’x £

Xo (U2

Opste resenje jednacine (3) prikazano je relacijama
X
(16) el j L

gde je n(x) opSte reSenje jednacine (8) za h proizvoljno.

6. Pokazacemo sada da doista transformacija (14) izvrSena
u jednacini (8) daje jednacinu (3).
Iz (14) sleduje

dr dH
(17) a; -~ w o HH o ().

Buduci da je
(18) dx-w?dz,
jednacina (17) postaje

dq 1 }c 1y i
LZL w
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Posle diferenciranja i koriSc¢enja relacije (18), poslednja
relacija dovodi do

(19) G

Na osnovu (14) i (19), jednacina (8), iza izvrSenih trans-
formacija, postaje

2
(20) %ﬁ whot() H+ o (1) [ 07 (1) - 0 (@) () | H.
7
Ako se Zeli da poslednja jednacina ima oblik
a*H
(21) a2 ~hP )4,

mora postojati uslov
w” (x) - w(x)p(x)=0,

§to pretstavlja jednacinu (8) za £=0.

Time smo pokazali:

1° da je stav lll zaista tacan;

2% da se smenom (14), gde je o (x) proizvolina funkcija
od x, jednacina (8) transformuje u jednacinu

@) S _[ro@ v,

u kojoj su funkcije & i ‘W definisane obrascima
D (2) = w* (%),
¥ (2)= ' ()] o’ (@) -0 @@ |,

gde je x odredeno relacijom

3° da integrabilnost jednacine (8) za £ proizvolno povlaci
za sobom integrabilnost jednacine (22) tako isto za proiz-
volino /.
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7. Dobijeni rezultati isti¢u na vidlk ¢injenicu da ie. od
znacaja imati $to veci broj linearnih jednac¢ina oblika (8) koje
su mtegrabllne za ma kakvo £ Darboux-ova teorema® daje
mogucnost da se obrazuju takve jednacine, u neograni¢enom
broju.

Darboux-ova teorema glasi:

Pretpostavimo da je linearna jednacina

7 42 ;
(23) S =le (M) +kln

integrabilna za sve vrednosti konstante h, i neka je 0(x) jedno
resenje te jednacine za jednu partikularnu vrednost konstante h,
recimo h=h,. Tada je jednacina istog oblika

@) T =[o(5) ve-n]n

takode integrabilna za sve vrednosti h. Ako je 1 opste f'e§enjé
jednacine (23), ko'e odgovara jednoj odredenoj vrednosti para-
metra h, razlicitoj od h,, tada izraz

o
n=0-51

pretstavija opste resenje fednacine (24) za istu vrednost para-
metra h.

Ako se pode od jedne integrabilne jednacine oblika (23),
na osnovu navedene D arboux-ove teoreme, mogucno je kon-
struisati beskrajan niz jednacina istog oblika koje ¢e biti inte-
grabilne za ma kakvo #A.

- Darboux je na primerima pokazao nesumnjivi znacaj
svoje teoreme koju je nazvao un curieux théoréme d'Analyse.
Buhl" se takode mnogo zadrZao u svome Kursu na navedenoj
Darboux-ovoj teoremi.

Drach?® se tako isto bavio problemom integracije jedna-
¢ine (23), kada £ ima proizvoljnu vrednost. Primenom svoje
metode logicke integracije, Drach je dobio veoma op3ti re-
zultat On kaze tekstuelio:

Nous avons réussi a déterminer la fonction ¢ (x) dans tous
les cas ol [lintégrale n peut sobtenir par quadratures.

%) [21, str. 210.
4) [1], str. 166—170.
’) [8], [4].
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8. Interesantno je podvuci ove cCinjenice:

1° Darboux je doSao do navedene teoreme baveli se
nekim problemima Teoriske fizike i Diferencijalne geometrije.
Osnovna jednacina tih disparatnih problema je jednacina

% = [P(u+v)—Q(u—v)]z,

u ¢ijem reSavanju bitnu ulogu igra jednacina

d2
(25) b= le@+r]n;

2° U ovoj raspravi® pokazali smo da reSenje jednog vaz-
?osg problema iz teorije elasticiteta zavisi takode od jednacine
29);

3° Drach-ova metoda logicke integracije, koja je do
sada malo koriS€ena, pokazala je na slu¢aju jednacine (25) da je
‘ona jedno moc¢no sredstvo za dobijanje veoma opstih rezultata.

9. Na primerima ¢emo ilustrovati korisnost teorema koje
smo dali u ovoj raspravi.

Prvi primer. Posmatrajmo jednacinu

- ()
(26) dx__f* :r?+h 1,
¢ije je opSte reSenje”

(27 n=A(\/ﬁ ~ l)ex‘/ﬁJFB(\/EJr_l;)e-»xﬁ’

e

gde su A i B integracione konstante.
Za h~0, jednacine (26) i (27) postaju respektivno

gty 2
(28) g LS
B-—4
(29) it

6) Videti takode [9].
7) [1], str. 168, obrazac (39).
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Relacija (29) daje samo partikularno reSenje jednacine (28).
Ako se pode od partikularnog reSenja n,=1/x, nalazi se da
izraz ;

(30) n=—+p

(«, B = integracione konstante)

definiSe opSte reSenje jednacine (28).

Buhl® je jednim oS$troumnim nacinom pokazao kako se
do rezultata (30) moZe doci i na osnovu (27).

Primenom dobijenih rezultata u § 5 ove rasprave na jed-
nacinu (26), nalazi se:

z~—§-1 e + C +9~‘ =
BB g 4l 39 e

ali mi cemo posmatrati jednostavniji slucaj

1

AR

odakle je
o 1A
(31) x= (g

gde smo uzeli realnu vrednost korena.

Treba primetiti da su svi gornji rac¢uni izvedeni pod pret-
postavkom da je B0. Slucaj B=0 je jednostavan i neCemo
ga ovde navoditi.

: Dalje se nalazi:

(32) H=z| AGVR-1)e V" 1B yR+ e V7],

1

1
(33) D (2)= 0F B

jer je ovde C,= -38. :
U izrazima (32) i (33) koji definiSu H(z)i ® (z) javija se x
koje treba smeniti izrazom

s
oy

. 8) [1], str. 168,
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Prema tome, diferencijalna jednacina

A2 H : B “"/3( L ') —4/3
(34) 7{? =h Zl VZ — 0 H

ima kao opSte reSenje

( 17, ay, s e 1/5
(39) H;ziA[lz/“li /(; ,,(4) -—l]exp[,’z/’ii /(l——u) ]

St )l s B Vi 1y
+B[h/£{% /‘(-1~—u) A—I]expl—h/“ﬁ /.(71__“) H
Z : . Zz J

Za Neményi-Truesdell-ovu jednatinu (1) dobija se,
u ovom slucaju, sledeéi rezultat:

Ako se u izrazu (35) stavi:
h=1-n? (n=ceo pozitivan broj),

A=A,, B=A, (da bismo oznake prilagodili onima u § 5),

dobija se funkcija F(z).

Ako se u izrazu (35) stavi =1 i A=Ay, B=A,, dobija
se funkcija 7(z). '

Funkcije F(z) i f(z), nadene na navedeni nacin, sadrZe Sest
prmzvol;mh konstanata A4,, A,, 4,, A,, o, B i pretstavljaju jedno
reSenje neodredene jednacine (1) koje odgovara funkciji

D (2) - —BI e )'J/S.

4

Do opstijih rezultata se dolazi, ako se kao polazna jedna-
¢ina uzme

(36) dzl} 2 lv_(i;_ll +-/l] r]

dx: X

(v =ceo broj, pozitivan, negativan ili nula)

koja je integrabilna® za ma kakvo A. Jednacina (30) sadZi kao
partikularni slu¢aj jednacinu (26) (v =2) koju smo gore Kkoris-
tili za iznalaZenje reSenja jednacine (1).

9) [B], str. 435, jednacina 2,158,
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Drugi primer. Uzmimo sad jednacinu

&n ( 2 o)
(37) dx® sin2x+h 1

¢ije je opSte reSenje'®

2 PI: L
n= sin2x( D) (Ae'”/" +Be_’xw’),

sin x

(r0, D=2

¢de su A i B integracione konstante.
Za =0, opSte reSenje jednacine (37) je'"

n=cacotg x+B(1 - xcotg x)

(o, B = integracione konstante).

Da bismo imali §to prostije obrasce, za w (x) uzmimo
ovaj partikularni slucaj

w (x) = cofg x.
Tada je!®
Z=18 ¥ =,
D (2) = cotg* x.

Najzad dobijamo .

s ST & =
H(z, h; A, B)- gpg( 1 D) (Ae-“ VE Be""v”)
cos x \ sin x 2

" gde je x definisano franscendentnom jednacinom
1gx x=2

10) Videti, na primer, [6], str. 505, jednacina 2.424.
1) Videti, na primer, [6], str. 504, jednaCina 2.422.
12) Opet smo izostavili integracionu konstantu,
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Prema tome, skup funkcija
FeH( LA, 4,),
f=Hz 1, 4;, 4%)
(A, Ay, A,, A, = integracione konstante)

pretstavlja jedno reSenje Neményi-Truesdell-ove jedna-
¢ine (1).

10. Prou¢avajuci diferencijalnu jednacinu oblika (8), Dar-
boux' je dao precizne podatke i o tome kako se javlja pa-
rametar s u opStem reSenju svih jednacina koje se obrazuju
primenom njegove metode. Evo njegovog rezultata:

Ako se pode od jedne jednacine

(39) TL-To)+ 11y

koju znamo, prema pretpostavci, da integralimo za sve vred-
nosti A, tada opsti integrali svih jednacina, koje se obrazuju
Darboux-ovim postupkom, imaju oblik

dy

(39) z2=Ay+B— 75
gde je y opSte reSenje jednacine (38), a A i B oznacavaju neke
funkcije od ¢ koje su polinomi po £

Obrnuto, ako jedna jednacina

EI-v (e

ima opSte reSenje oblika (39), gde su -4 i B funkcije od ¢ i
polinomi po A, ona proistice neophodno iz jednacine (38) pri-
menom Darboux- -0vog postupka.

Ovaj Darboux-ov zaklju¢ak od vaZnosti je i za prob-
lem teorije elasticiteta koji su prou¢avali Neményi, Trues-
dell, Sokolovsky i drugi.

11. Od interesa bi bilo da se, na osnovu metode izloZene
u ovoj raspravi, sistematski formiraju skupovi funkcija (F,, £,)
koji pretstavlaju reSenja jednacine (1). Tako bi specijalisti za
probleme teorije elasticiteta mogli da biraju one funkcije (F,, fv)
koje su od interesa u primenama.

13) [2], str. 213—216. Videti, tako isto, [1], str. 169.
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D. S. Mitrinovitch

SUR L’EQUATION DIFFERENTIELLE D’UN PROBLEME IMPORTANT
DE LA THEORIE DE L’ELASTICITE

(Résumé)

Dédié¢ a Monsieur le Professeur
Erich Kamke
a propos de sa Soixantiéme anniversaire

1. L’objet de cette étude est I’équation différentielle de Nem ény i-
Truesdell :

1 @F 1 af
M F dzz t#-D= “ps =0

avec
.n=nombre naturel, F=F (2), f=f(2).

L’équation indéterminée (1) est [’équation fondamentale d’un prob-
leme!) important de la théorie des couches élastiques, probleme que l'on
étudie depuis 1912 jusqu’a nos jours. Etant donné que, jwsqu’a présent,
l'intégration par quadratures de I'équation (1) n’est réalisée quen un
nombre trés restreint de cas, le probleme en question n'a obtenu sa so-
lution que dans qulques cas particuliers, ce quon constate par l'analyse
de la littérature?) assez abondante relative 2 ce probleme.

On donne ici une méthode permettant de construire une suite illi-

mitée de solutions (Fp, fp), dans chacune desquelles interviennent sept
constantes arbitraires.

2. Au lieu de I'équation (l),'on considérera le systeme

a2
gg{i =@ (2) f,

@ 2
= (1-me@F,

@ désignant une fonction arbitraire de z; et, plus généralement, I'équation

1) Voir, en.particulier, [6], [10], [11]. Les chiffres entre crochets
renvoient a I'index bibliographique qui termine cette étude.

2) Dans ses importantes études [18], [14], Truesdell a analysé
des résultats du probleme en question, qui sont dus a E Meissner,
H. Reissner, P. Neményi, E. Reissner, V. Sokolovsky, et
a d’autres. A la bibliographie de Truesdell on peut ajouter les ftra-
v?u[x r]e’cents, comme par exemple: [12], [16]; ¢f. de méme [17], p. 589—591,
et [18].
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a2 H
® S =ho @ H,

ol intervient un paramétre f, indépendant de z.
Par suite, I'intégration de l'équation (1) se rameéne a la formation
des équations de la forme (3) qui seront intégrables pour k& arbitraire.
Pour abréger, nous donnons le nom de fonctions associée§ aux
deux fonctions Fp et fp, solutions des équations (2) pour une méme fonc-
tion donnée ®p (2).

8. Lorsque a (x), (a # const), désigne une fonction arbitraire, suppo-
sée continue et dérivable; I'équation (3), par le changement de variables

4) z=a(x), H=nVd (),
prend la forme

d?q e e S A
) o -lre@ae 2G5 ) ],

e

les accents désignant des dérivées par rapport a x.
En choisissant @ (x) de maniére que

(©) D (a) a?=1,
I’équation (5) devient
@
d?n

) b [‘P (x)+h] 1
avec ‘

] a// 2 'l al/ ’
®) o= Gf -2 G

Proposition |. Si I’2quation (3) est intégrable pour une forme don-
née de ® (z), h demeurant arbitraire, I'é¢quation (1), avec ¢ (X) correspor-
dant, sera cussi intégrable pour h arbitraire.

4. Comme on vient de montrer plus haui, on passe, a l'aide de
(4), a I'équation (7), out la fonction ¢ (x) est définie par (8).

Inversement, si I'on veut passer d'une équation de la forme (7) a
(8), il faudra partir des relations (6) et (8). En posant

) £ “2%' . (0= () £const),

1S

dans la relation (8), il vient
(10) TE e

Il importe que I'équation déterminant w (x) ait la forme de I'équa-
tion (7) avec A=0.

Ce qui précede permet d'énoncer la proposition, inverse de la pro-
position I, suivante:



Sur I'équation d'un probleme de I'Elasticité 11

Proposition Il. L’intégrabilité par des quadratures de I'équation (7)
pour une forme donnée de ¢ (x) et h quelconque, entraine pour h=0 linté-
grabilité des équations (10) et (9), et aussi Uintégrabilité de I'équation (3)
pour h arbitraire, la fonction © (z) étant déterminée par les formules

D (2)=1/a2(x), z=a(x).

5. Pour appliquer cette proposition a I'équation de Neményi-
Truesdell (1), il faut prendre une solution de 1'équation “(10) ou, ce
qui revient au meme, de I'équation (7) pour A=0 qui est, par hypothese,
intégrable pour /2 quelconque. Si I'on veut envisager le cas le plus géné-
ral, on doit prendre pour la fonction w (x) I'expression

an @ (X) = & wg (X)+ B @y (¥),

a et B étant deux constantes arbitraires, »; et w, deux solutions particu-
lieres de I'équation (7) pour A=0, linéairement indépendantes.

Apres cela, la relation (9) fournit

d¢
(12) a(x)=>5 jx S+
o

5,y étant deux nouvelles constantes arbitraires, x, une valeur numérique
convenablement choisie. Par l'inspection des relations (11) et (12), on
conclut quon peut rassembler en deux les trois constantes «, 8,5, ce qui
montre que dans (12) figurent, de fait, trois constantes arbitraires.

Tenant compte de (4), la solution générale de I'équation (3), pour
h quelconque, est déterminée par

Vs

(13) o=,

ol n représente la solution générale de I'équation (7) pour A quelconque,
que I'on connait d’aprés I'hypothese.
Finalement, la fonction @ (z) se détermine a I'aide des relations

wt x dx
(14) @)= z=aj T
Xo
avec
w (X) =0 w;y (X) -+ o, (x).

D’aprés ce qui précede, on constate: :

19 Chaque cas d'intégrabilité de I'équation (7), # demeurant arbitraire,
fournit une équation de la forme (3), de méme {ntégrable pour A arbitraire ;

20 La fonction @ (z) correspondant a un cas d'intégrabilité de (7)
dépend de trois constantes arbitraires «, B,y (car on peut poser =1 sans
nuire a la généralité), tandis que la solution générale de I'équation (3),
ol intervient cette fonction @ (z), dépend de cinq constantes arbitraires;

3 Chaque ensemble des fonctions associées (F, f), solutions de
I'équation indéterminée (1), est de la formie
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F=A4,0,(z o B,Y)+A4s 0, (2, o, B, Y),
f:A3 63 (Z, o, Bv Y)+A4 94 (Z, o, B; Y);
Ay étant des constantes arbitraires, ©, des fonctions qu'on obtient par

I'intégration des équations (2), ot figure la fonction @ (z), se déterminant
a l'aide des formules (14).

6. Nous allons maintenant montrer que la substitution
X dx
q:iH] z=8j =y
Vs e
0

effectuée dans ]’équatiori (7), conduit réellement a I'équation (3), lorsque
w (x) est une solution quelconque de I'équation

dz2
?i;g =9 (¥)n.

En effet, on a, aprés un calcul facile a effectuer,

dr _ o
7 -
@y 1 (8 @2H .
. dxz—\/'.—g(ﬁ FZL)_+H(U ))

ce qui, porté dans (7), fournit

d>H w* w3

e :hgz H+ = [w'"f—'p (x)w]H.

La derniére équation prend la forme de I'équation (3), ol

w? Z B[X dx T
T = =5 ;
S .xow

(D)=

toutes les fois que
o’ —¢p (x) =0,

ce quil fallait démontrer.

7. Les résultats mis au point précédemment présentent, en parti-
culier, un intérét grace au fait que I'on peut former des équations de la
forme (7), intégrables pour £ arbitraire, dans un nombre illimité de cas.

Or, un théoreme!) de Darboux donne la possibilité de former une-

suite illimitée de telles équations.
: J. Drach?) a appliqué sa méthode d’intégration logique a 1'équa-

1) Cf.[2], p- 210. Nous avons retrouvé {cf. [7] et [8], p. 148—151}
ce théoreme de Darboux par une voie élémentaire et naturelle,
comme cas particulier d'un théoréeme général relatif a I'équation de
Riccati. Voir aussi [1], p. 166—170.

%) Cf. 18], [4].
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tion différentielle (7) et a trouvé un résultat trés général, c’est-a- dire
il a réussi a déterminer la fonction ¢ (x) dans tous les cas ou l'intégrale
n peut s'obtenir par des quadratures, /# demeurant arbitraire.

Les faits précédents montrent que la proposition Il de cette étude,
grice aux résultats de Darboux et de Drach, ci-dessus indlques
fournit une suite illimitée des ensembles de fonctions associées (Fp, fp),
vérifiant I’équation indéterminée (1), ce qui donne la possibilité d’avancer
considérablement le probleme de I'Elasticité dont il sagit ici.

8. Nous allons illustrer la proposition Il par I'exemple!) suivant.
Considérons I'équation

d?n 2
5 g = [ +#)n
dont la solution générale?) est

(16) L amalyn s e el Lot

(A, B=constantes d’intégration).

Pour £=0, la solution générale de I'équation (15) est
o
A 2
s
(o, B=constantes d’intégration).
D’apeés (14), on a

oX x2 dx
7= j +Y,
X,

(o +Bx3)>
0
mais on considérera, pour simplifier, le cas particularisé suivant

1
amn 2= arpe
(B#0, 8=—-38, y ayant une expression qu'on omet ici).

Il s’ensuit de (17)

(18) X=ff”3[% —a ]1/3.

1) Un autre exemple est indiqué dans le texte écrit en serbe de
cette étude. On peut multiplier des exemples en partant du Traité excel-
lent de Kamke [B].

2) Cf. [1], p. 188, I’équation (39).
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Finalement, on a

1
@)= g

H=z[AGVE-1)e*V" + BaVR +1) e >V ],

ol x est a remplacer par sa valeur définie par (20).
Par suite, la solution générale de I'équation

2 [ 8 =251 1 —3
9 g gy ,
t) dz? hz4 [ ) H

est donnée par
" ; \ ,— ] ’/1 5z l 1/:
(20) W (2, b, B; A, B)=Zz A[/Zl/zﬁ Va(;-—-a] {—l]exp[ll!/ﬂ% 1/3(;: ‘(x] il

1/, /s
+B [ Bl ,-5*1/3 (% a) /d+ l] exp [ —pt j-f]/“(%baJ /‘].

L’équationde Neményi-Truesdell (1), correspondant a I'équa-
tion (19), a pour la solution :

F=H(z 1-12; o, B; 4, Ay),

f=H(z,1; a, B; As, Ay),
(n=nombre naturel; o, 38, Ay = constantes arbilraires)
ol H est défini par (20).

9. En vue d'une formation systématique des fonctions assocides
(Fp, fp) vérifiant I’équation ‘indéterminée (1), on devrait suivre la méthode
exposée dans cette étude. Cela faciliterait aux spécialistes en matiere de
la théorie de I'Elasticité de choisir de telles fonctions associées (Fp, fp)
qui présenteraient un intérét dans des applications.

10. Darboux a été conduit a son théoréme ci-desus indiqué, en
étudiant la déformation infiniment petite des surfaces minima. Tout der-
nierement, G. Viguierl) a montré que ce théoreme intervient aussi dans
quelques questions de Physique mathématique. Finalement, dans cette
étude, nous avons mis en correspondance le méme théoréme avec un
probleme de la théorie des couches élastiques. L’applicabilité du théore-
me de Darboux, dans des questions si disparates, montre I'exactitude
des mots de Buhl, en disant dans ces beaux Nouveaux éléments d’ Ana-
Lyse, t. 3 (1940), p. 170:

Le théoréme de Darboux, quoique apant donné, par son illus-
tre auteur, en 1882, apparait, de plusienrs manieres, comme un
théoréme dont l’intérét n'est pas épuisé a heure actuelle“.

11. Un résumé trés succinct de cette étude est présenté,2) le 31 aoit
1950, a la séance de I’Académie des Sciences de Paris.

1)-Gf. [16):

2) Cf. [9]
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