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Hymepuuku Gpumep. JemHauynHa
V' +@e*+T)y +(3e**+35e*+10) y =0 (S)
Ouhe CBOI/bMBA AKO S Wwa jedHy od ciaemehux BpemHOCTH:
-6, —-12, -4, -2.

OBuM BpeJHOCTMMA § OJAroBapajy 4eTpu OdUepeHlirjalHe
jemdaynHe oOavka (S) Koje ce CBOJe pecneKTHBHO Ha OBe
cucTteme:

1° 3a s= -6 umamo:
y-(e*+2)p=z2,
Z’+(3e%*+5)z=0;
2° 3a s= —12 umamo:
¥+ (e 45)y -2,
Z+(3e1**+2)z=0;
3 3a s=—4 uvamo:
V+@Be**+2)y=2z2,
2 +(e**+5)z=0;
4° 3a §= —2 ¥UMamo:
Y +@e ™ +3)y=z,
2’ +{e*+2)z=0.

14. J1a Ou u3pasu GuiM LITO jeIHOCTaBHWj4, CJIHYHO Kao
y npBOj riasy, yseuwrhemo gBa mapamerpa: p H q.

CrtaBumo

= —p(a+p),
C=--q(b+9),
na ycnosu (111)—(114) nocTajy pecneKTWBHO:
(My)=(a~+p)s-2pq-aq-bp=B,
M,)=(a+p)s+ab+ag+bp+2pq =8B,
(My)= —ps+ab+aq+by+2pg-=B,

(115)

(M)=—-ps-aq-bp-2pg=B.

Ha ocuosy (115), popmyne (106) —(109) pobujajy pecnek-
TUBHO OBe 06.JUKe Yy MaTpUyHO] (hopmu:
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. cucmem:
M=|a+p b+gql|=M;
—p ~o‘
Il. cucmem:
M=\l a+p —q ||=M,;
=p b+q|
. cucmem:
M=| -p b+gq||=M;
a+p ~0‘
IV. cuciiem:
M= -p —-q \EM‘p
a+p b+gq
rae je ca M o3HayeHa maTpuua:
M=| & py
Ay o

3a u3pa3 B neduHucaH jenHom ox opmyna (Mg) n 3a
MaTpuuy M; ca MCTUM MHIeKCOM Ka3aheMo Jia cy kopecloHOeHIH L.

15. Ha ocHOBy Hampem wu3HeTux uutbeHHua MmoryhHO je

opmyancaTi oBaj CTas:

Cras V. [ugenenyujarua jednuyuna (100), 700 yc.roBom:

A= -p(a+p),
C=-q(b+yg)
B = (My)

(s, a, b, p, ¢ =0pOU3BOJLHU MApamMeTpH)
CBOObUBA Je ha cuciliem AUHEAPHIX JeOHAYUHA

V(e rp)y=2,
2+ (2 € +1p5)2=0,
10e je malipuya
Aoy

=
Ay 1y

(116)

117

jeOnaka maimpuyu My koja je y kopecionOenyuju ca ‘u3pasom

B = (My).

OBaj cTaB caapxu y ce6u 4eTHpW MOJACTaBa C 003upom

Ha TO .a je:
k=1, 2, 3, 4.
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Capa hewmo uHTerpanuTu cuctem (117): u3 1npyre OL THX
jenHauMHa Hanasu ce:

)\2 $X
Z=A1exp(—;e P X, (118)

(A, =vHTerpalu¥oHa KOHCTaHTa).
U3 npBe on jenwaunHa (117), Bomehu padyyHa o (118),
no6uja ce:

A, ¥
y=A2exp(—-S—e ‘111)‘) (119)

)\ X }\ po }\' X
+A, exp( —-}’—e —plx)fexp (%e )-exp[(pl— o) x] dx
(A, = MHTerpauMoHa KOHCTAHTa).
Axo je
S =Py — P,

KBagpaTtypa y (119) moxe ce M3BpIUMTH M Taja je:

X

}\. S
y=A~A, exp( = —mx) (120)

PR i R )‘1_1%“)
}“1_)\'2 p( S By ) p( s ’
rue je

S=pPg—Ps.

Peiewy (120) moxe ce naTv oBaj OOJHMK:

- x )\'1 sX A, _h sx
y=e [Azexp<-~s—e )+}\1_}\exp( Sk )

(S=py— o).
Axo je
A =2, =0,
Tajga (119) nocraje:

}\_ $X
y=Azexp(—§e —plx)

il exp(—}iem-vL x)-exp[ﬁ1 — o) X]
[ Sl S 2 :

(1 #182)
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Tj.
A

7 - x A1 —P x
S

sx
e )( Aye e . (121)
Y cnyvajy kaga je UCTOBpeMEHO:
Ai=hyy Py =Pa,
taga (119) nobuja crnegehu jemHocTaBaH OGJHK:

y- en -

}\'1 X
y=(x+A)exp ~“Le -px). (122)

16. H. Gortler') nocmartpao je jemaH mapTUKyJapHu
cayuaj jenHayute (100), Haume ciayyaj kKajza je:

s=1
M NOKa3ao je Jna jelHayuHa
P +(@e +b)y +(Ae*+ Be*+C)y=0, (123)
rue je:
A= -p(a~+p),
B=-ag-bp-2pg-p, (124)
=-q(b+9

(p, g, a, b=mpOM3BOJBbHU TapameTpH)
¥MMa Kao NMapTHKYJapHO pellerbe (PYHKUHjY

exp (pe* +qx).

Gortler-oB cnyyaj o6yxBaheH je HaulUM KpPHUTepHjymOm
HHTerpaGuiuTeTa jefHauynHe (100) koju je pat craBom V. 3aucra,
ako ce y craBy V mocmartpa cayyaj

s=1, k=4,

uma ce peayarar koju je nao Gortler.

KpuTepujym pmart craBom V calpkH MCTO TaKo, Kao mapTu-
KyJlapHe ClyyajeBe, pa3He pe3yiaTaTe koje cy HaBeiu Craig,
Conte, Gortler, Kamke u npyru.

1) Erginzungen zu Kamke, Differentialgleichungen: Losungsme-
thoden und Losungen (Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik,
Bd. 221942.S. 233-234).



234 Jd. C. Murpunosuh / (28)

Tako, Ha mpumep, jenHayuHa
@y +a(@-2be™) y' +2e " y=0
(a, b=Const),
kojy je uuterpanuo Craig!), CBOLBMUBA je HA CUCTEM:

= b —ax
e (;e - a)y=z.

—ax

z - o gi's iz =1
. a
(a+#0).

L. Conte?) je mokasao [a je jeqHayuHa

y'+ay +be*®y =0,

uHTerpabuiIHa.

Ta jennayuHa cBOAbMBA je Ha CUCTeM:

Y +(V-0e"+a)y=z

2 -\ -be"z=0
Jennauuna?®)

V' -2 +1)y+ey =0,

KOjy cy uHTrerpupanu Morris u Brown, cBoamuBa je Ha
cucTem

yteipag,
2 -(e"+1)z=0
Wid Ha cucTem
V' —(e"+1)y=2z,
2 - e z=0.
Judepenunjante jenHayuHe*)
Yy +e Fy= 0,' V (125)
Y-y +eXy=0 (126)
Takohe Cy cBomJbUBeE.

) Kamke I, S. 422, Gl. 2.90.

2) Kamke I, S. 641, Gl. 2.37b. Buoe@iu Takohe: Publications mathe-
matiques de I’Université de Belgrade, t. 6—1, 1937—1938, p. 119—125.

3 Kamke I, S 418, Gl. 2.63.

4y Kamke I, S. 412, Gl. 233, Gl. 2.34.
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Tj.

}\ $X
le
s

- x A —M2 x
Aye + L_e :
) : Pr— P ol

Y cayyajy kajga je MCTOBpPEMEHO:

y=exp(-

Ai=X,, pPy=py,
taga (119) no6uja ciaegehu jemHocTaBaH O6GJMK:

)\.1 §X
y=(Nyx+A,) exp A F i s (122)

16. H. Gortler!) nocmatpao je jemaH mnapTUKyJapHU
cayuaj jenHauuse (100), Haume ciyyaj Kajga je:

s=1
M 1oKa3ao je ja jelHayuHa
y'+(@e +b)y +(Ae*+ Be*+C)y=0, (123)
rue je:
A= -p(a-+p)
B=-aq-bp-2pq-p, (124)
= - gib+yq)

(p, ¢, a, b=nNpOM3BOJbHU MapameTpH)
MMa Kao NMapTHKyJapHO peluere (QYHKUH]Y

exp (pe*+qx).

Gortler-oB cnyyaj obyxBaheH je HauiUM KpUTepujymom
uHTerpabunuTeTa jennaymnte (100) koju je maT ctaBom V. 3aucTa,
aKo ce y craBy V mnocmartpa ciayyaj

s=1, kf4,

uma ce peayiartar koju je gao Gortler.

Kputepnjym gar craBom V calpxu HCTO TaKo, Kao mapTu-
KyJapHe ClyyajeBe, pa3He pe3yiataTe Koje cy HaBeiu Craig,
Conte, GOrtler, Kamke u nopyru.

1) Erginzungen zu Kamke, Differentialgleichungen: Losungsme-
thoden und Losungen(Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik,
Bd. 22,1942, S. 233-234).
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Tako, Ha mpumep, jerHayuHa
a¥y" +a(@-2be ")y +b2e ¥ y=0
(a, b=Const),
kojy je unterpaauo Craig!), CBOABMBA je HAa CUCTEM:

b —ax
ol *(;5 —a)y=Z.

(a#0).
L. Conte?) je mokasao 1a je jeqHayuHa

2ax

y'+ay+be " y=0,

uHTerpabuiHa.

Ta jemnayunHa CBOAJbMBA je Ha CUCTeM:
y'+(V-be+a)y=z,
z2 -\ -bez=0

Jennayuna?®)

y'- Qe +1) y+ey =0,

Kojy cy uHTerpupanu Morris u Brown, cBommbuBa je Ha
cucTem

y’ T exy =2z,
2'-("+1)z=0
Wid Ha CUCTeM
Vi-(€+1)y=2z
Z— e z=0.
Juepenunjaine jennaqune*)
Yy +e Ty= O,’ : (125)
Y-y +eFy=0 (126)
Takohe Cy cBombUBE. i

) Kamke I, S. 422, GI. 2.90.

2) Kamke I, S. 641, Gl. 2.37b. Buoemiu Takohe: Publications mathe-
matiques de I’Université de Belgrade, t. 6—1, 1937—1938, p. 119—I125.

3y Kamke I, S. 418, Gl. 2.63.

4 Kamke I, S. 412, Gl. 2.33, Gl. 2.34.
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JenHauuna (123) moxe ce CBecCTH Ha cucTem:
yriety=z,
Z-(le*-1)z=0
WM Ha CUCTEM
Y -iety=zg,
Z+(le*+1)z=0
(i=v-1).
Jenmnauuna (126) je cBOI/bUBA HA CUCTeM:
y+ie’y=z,
2 —(ie"+1)z=0
W11 HA CACTew
y—iey=z,
z'+(ie"-1)z=0
(i=v-1).
17. ¥3mumo capma jeiHayuny
y'+(ae” +b)y +(Be+C)y=0, (127)

Koja je cmeuujaiaH caydaj jemHauude (100).

[lpumeHumo ctaB V Ha jenHaumny (127); oBoM NpHUIHKOM

um -heMo Ja pasinKyjemo 4yeTupu cClyyaja:

I. cayuaj. TowTo je oBme

A=0,
MMamo
~p(@+p)=0.
3a p=0, uma ce
B=a(s-g),
75 —l](b—l—l]),

u jenxadnna (127), y ToMe ciyuajy, CBOAM Ceé Ha CHCTeM:

V' +lae™+(b+q)]y =z
2'—qz=0.
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3a p= —a Hanasu ce:
B=a(b+q)
C=—qlbig)
M Taja ce jenHayuHa (127) cBomu Ha CUCTeM
V+(b+9)y=2
Z’+(ae™-q)z=0.

II. cayyaj. Toctynajytu Kao y mpeTXOXHOM Clyuajy, MOXKe
ce cdopmyaucaTid OBaj pesyaTaT:

1° Jemunauuna (127), rue je
B=a(s+b+q),
C=-q(b+9)
CBOIM Ce Ha CHCTeM

y+@e -q)y=z,
Z’+(b+q)z=0.

2° Jennaumna (127), rae je
B= -agq,
=~ g(04q)
CBOJM Ce Ha CHCTeM:
Y —-qy=z
Z+(aes*+b+q)z=0.
II. cayuaj. 1° Jennauuna (127) y kojoj je
B=a(b+q),
=-q(b+9)
CBOJIM Ce Ha CHCTeM:
y+(+9)y=2
Z+(ae’*—-q)z=0.
2° Jennauuna (127) y xojoj je:
B=a(s-q),
C=-q(b+9)
CBOJM Ce Ha CHCTeM:
v +[ae*+(b+q)]y =z,
z2'-¢z=0,
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IV. capyuaj. 1° Jennauuna (127), rae je
B= —ag,
=—q(b+9)
CBOJIM Ce Ha CHUCTeM:
y-qr=z,
Z+(aes*+b+q)z=0..
2° Jennauyuna (127), rme je
B=a(s+b+q),
C=-q(b+9),
CBOJHM Ce Ha CHCTeM:
V' +(ae*-q)y=z,
Z’+(b+q)z=0.
Y csa yeTupu rope mocmarpaHa ciyuyaja:
a, b, p, ¢ =TpPOU3BOJbHU TapamMeTpHu.
Gortler!) je nokasao jga je jeqgHayuHa
V'+(aex+b)y' +(BeXx+C)y=0
uHTerpabuiHa ako je
B=a(l+b+yq),
C=—q(b+g).

(128)

OsBaj pe3yJiTaT je CalpXxaH, Ka0 MapTUkyJapHU Cayyaj, y
Haulem 4eTBPTOM clyya)y. 3aucta, craBmbajyhu s=1 y ¢opmy-

Jama (128), no6uja ce ynpaso Gortler-oB cayuaj.

Axo ce mpernoctaBu 1a je B#0, 3akibyyyje ce na jelHa-

YyuHa?)
V'+by'+(Be*+C)y=0

HWje CBOIJbMBA y MpPeUM3UPAHOM CMHUCIY.
Hctu je cnyvaj u ca jemnHaynHom?®)

y'+Bes*y=0.

ortler,
amke I, S. €41, Gl. 2.87a.
amke 1, S.

1
2
3 m 403, Gl. 2.17.

G
K
K

N

S. 233, Gl. 4. (Ta pacnpasa je paHuje UUTHpPaAHA).
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. C. MUTPUHOBHY

CIOCOB OBPA30OBAHWST KPUTEPUYMA
MHTETPUPYEMOCTHU JIMHEWMHBIX OUPEPEHLIUATIBHBIX
VPABHEHHWH, C. KOSPOPULIMEHTAMU, UMEIOIIITUMU HATIEPELL
JAHHYIO ¢OPMY

(BvtBo0)

1. Paccmarpusaem JuHeliHOe nuepeHunaIbHOE ypaBHEHUe N0ps AKa 7:

)

(n (n—1) v
9y +o1¥ +eo o, 1V +e,y=0, M

rne
P (k=0,1,2,....n)
SIBJISIOTCA OflipeeJIEeHHbIMU qﬁ)yHKU.HﬂMM NnepeMeHHoro x.

OIHOBpeMeHBO pacCMaTpuBaeM CHCTEMY JIHHEHHbIX ypasHeHud nep-
BOTO NopsiliKa

i Ye-1+T i Ve-1=Vg
fn1 .}’,1'_1+fn2 Vp-1=0 (@)
o= =172 s n =)

rae fp; NpeICTaBIsOT QYHKUMM NepeMeHHOro X, yIOBJETi0psiouye Cle-
LYIOILUM YCJIOBHUSIM:

10 fi, 70 (k=12
28 (k=122 0 7=1..2)
SIBJSIOTCST (DYHKLMSIMU HENpEepbIBHbIMU M IH(epeHIupyeMbiMH.
Ecau nckmounm (n—1) yHkuuo
: Py B Aty
u3 n ypasHeHuil (2), 101yuuM ONHO NuHeliHOe ypaBHeHHe nCosiaKa N

~1
D, y(")—!-(Dly(n )+--- +@, ; V+PD,y=0 3
B KOTOPOM (DYHKLHU
D, — Dy (%)

(R=071,52,0 00, 7)

npeacTaBjsiiOT MHOTOYJIEHBI 1O
n-1)

/
fkj, f/(j,. "’fkj

2 Kaxnoe ypasuenue (1), npeoGpasyemoe B OIHy cucTemy Buia (2),
Ha3bIBAETCS NPHBOJUMBIM.Y)

1) 06 o6memM NOHSITHM NPUBOAUMOCTH NUdEpPeHIRANBHBIX YPaBHEHUHA CM :

1P, Painlevé, Lecons sur la théorie analytique des équations différentielles,
professées a Stockholm, Paiis, 1897, p 487;

20 E. Goursat, Propriétés générales de I’équation d’Euler et d» Gau:s, Actua-
lités scientifiques et industrielles, Ne 333, Paris 19:6, p. 70,
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Hannexaiym BbIOOPOM NpOU3BOJbHBIX (DYHKLMI fkj, MOJXeM crcTe-

MaTnyecKkuMm o6pas3oM COCTaBUTh ypaBHeHus] Tuna (1), K03 (HilLeHTb KOTO-
pbix GyayT (GYHKUHSIMH OT X:

P05 Pry----Pp

u Oynyr 3apaHee oONpeneJeHHOr0 BUIA. ITO MUCIOJHUMO Ppa3JHYHBIMH
cnocofamu, YyTo NOApOOHO NOKAa3aHO B TEKCTEe Ha CepOCKOM SI3bIKe.

B Bumy TOro, 4ro CHCTeMYy (2) MOXXHO BCerja MHTErpupoOBaTh MDH
NOMOINM KBaupaTyp, To OyIeT BO3MOXXHA W MHTerpauusi ypaBHeHHs (3),
NOJYYEHHOTO, HCXO ST U3 CUCTEMbI (2).

[TpeniecTBylouuii pe3yJbTaT MOXHO 00OOLUTD, €C/1M BMECTO BbIpa-
XKeHui Buaa

: a,(x)y'+a;(x)p,
B3Th 3a MEpBYIO YacTb pelsiuuil (2) BblpakeHus BUAA:

A, (x)y(k) +A1(x)y("'”+ e+ A _ ()Y HAL(X)y

(k=1es0€e NOJOXUTENbHOE YUCJIO).

2. Cuctemy (2) MOXHO WMCNOJb3CBATb, HanpuMep, IS M3J0XKeHus
BCeil TEOpUM MHTErpaluu JHHeHAbIX AudepeHIraNbHbIX YpaBHeHnil C NOCTO-
SIHHbIMU KO3((UUHEHTaMU. OTOMY YTO 3TH )pPaBHEHMSI PUBOJMMBI B TOM
CMbICJle, KaK Mbl 9TO yXXe ofnpemesun.

Eciu ypaBHenue (1) npusoagumo, Oynet 1pyBOIOUMO TOXE h YpaBHEHKE

’Poy(")‘f‘%y(n_l)'f“ e+, Y=o (X) (4)

B roraa cuctema (2) npumet BUL (Jo=y)
!
S k1t fuaVe—1=Vk,

Findna Ve 1=0 () (5)
(k=1,2,...,n-1)

Ecau ypaBHenne (4) npMBOLMMO, BMECTO TOrO; YTO Gbl NpUMEHUTH
npyeM Bapualyu NOCTOSIHHOTC, MOXeM MCN0ab30BaTh COCOO COCTOSIUIUIACS
B nHTerpaumuu cucre bl (5), COOTBETCTBYIOUleH ypaBHeHuIO (4). PaccMaTpu-
BaeMasl MHTerpauusi UCMNOJHSeTCs, UCXOIsI OT NOCJeHero ypaBHeHUsI CUCTe-
Mbl, NpUOJKKasICh NOCTENEHHO K NepBOMYy ypaBHEHHIO.

Ju V' +fi2 y=01.

B crathbe Ha cepOCKOM $I3blKe NeTalbHO NpUMEHEH yKa3aHHbIH cCno-
cch K ypaBHEHMSIM BUIA:

V'+(ax+b) y'+(Ax2+Bx+C) p=0,

yu+

a esx+b)y’+ (A e2S* LB es"+C)y=O,

rae s, a, b, A, B, C 0peicTaBAsiOT NOCTOSHHbiE BeJHUYMHbI, H MOKAa3aHO,
YTO MHOTOYMCJIEHHbiE CJlyyal WHTErpUPYeMOCTH, KOTOpble OblIM paHblue
M3BECTHbI, HCTEKAIOT M3 ONHOrO OOLIery MCTOYHUKA.
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D. S. MITRINOVITCH

PROCEDE DE FORMATION DES CRITERES D’INTEGRABILITE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS
AYANT DES FORMES DONNEES A L'AVANCE

(Résumé)

1. On envisage I’équation différentielle linéaire d’ordre n:

P PP+ YOVt o, Y+, =0, 2 h)
oul)
P (k=0,1,2,:..,n)
sont des fonctions données de la variable x.

Parallelement, on considére le systeme d’équations linéaires du
premier ordre :

fkl yl:—1+fk2 Ye—1=Ix)

fnlyrll—1+fn2 yn—1=0’ (%4
o=ps k=1, 2,...,0=1), \
olt f;; sont des fonctions de x satisfaisant aux conditions suivantes:
10 S 70 (k=1;250, 1
20 Trj ‘=1,,2,. " ns |=1,2)

sont des fonctions continues et dérivables.
Si 'on élimine les (r—1) fonctions
Jis Vas- o3 ¥poy
entre les n équations (2), on trouve une équation linéaire d’ordre n:
Doy P+ @y y* V4 o 4 Dy Y+ Oy =0, 3)
ol les fonctions
Dy =Dy (X)
k=01, 2,.<..n)

sont des polyndomes en

Jups Fips il

1) Dans cette étude les accents désignent des dérivées prises par rapport a la
variable x.
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Toute I’équation (1), transformable en un systéme de Ia forme (2),
s’appele réductiblel).

Par un choix convenable des fonctions arbitraires f,;, on: peut
construire, d'une maniere systématique, des équations du type (1), dont
les coefficients —fonctions de x:

cPOz. (Plv'--:q)n

auront des formes assignées par avance. Cela peut se réaliser de diver—
ses manieres; ce qui sera illustré dans des pages suivantes.

Le systeme (2) étant toujours intégrable par quadratures, il en sera
de méme de I'équation (3), fournie a partir du systeme (2).

Le résultat précédent peut étre généralisé, lorsque dans le premier
membre des relations (2) on considere des expressions de la forme
Ao (x) yP+A ) yE o A, VAL W)y
(k=entier positif)
au lieu des expressions de la forme
a0 (X)) +a, (x)y.

2. Le systeme (2) peut étre employé, par exemple, dans le but
d’exposer toute la théorie d’intégration des équations différentielles liné-
aires a coefficients constants, car ces équations-ci sont réductibles dans
le sens déja précisé.

Si I'équation (1) est réductible, il en est de méme de I’équation

20y P+ y "Dt - o, y=0 (), )
et dans ce cas le systéme (2) sera de la forme (y,=))
fk1 V;:_l'*‘sz i =Vp>

Sas yr;—1+fnz J711—-1:0“()‘) (5)
(k=1,2 . . ...n=1);

Dans le cas ot I'équation (4) est réductible, on peut utiliser, au
lieu de la méthode de variation des constantes arbitraires, le procédé
consistant dans I'intégration du systéme (5) qui correspond a I'’équation
(4). L’intégration en question s’effectue en partant de la derniére équation
du systeme (5) et en continuant de proche en proche vers la premicre
équation

Ju Y +fi2 y=n (6)

1) Sur la notion générale de réductibilité des équations différentielles, cf. par
exemple:

10 P. Painlevé, Legons sur la théorie analytique des équations différentielles,
professées a Stockholm, Paris, 1897, p. 487;

20 E. Coursat, Propriétés générales de l’équation d’Euler et de Gauss, Actua-
lités scientifiques et industrielles, Ne 333, Paris, 1936, p. 70.

' Ty aumes 3C00pHAR 16
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1L

3. Comme premiere application des remarques indiquées, on pro-
pose de trouver des criteres d’intégrabilité par quadratures de I’équation
linéaire du second ordre

V' +(ax-+b) ' +(ax?+Bx+y) y=0, ©)
oll a, b, «, B, y désignent des constantes arbitraires.

Simultanément avec I’équation (7) on considere le sysieme intégrable

fX)y+gx)y=2

(8
Z+h (x) z=0,
d’ott il provient, par I'élimination de z,
FY'+(f+g+fh) y'+(g +gh) y=0. 9

Une condition suffisante pour que I'équation (9) soit de la forme
(7) sera:

F®=1
X)) =M X+, : (10)
h(X) =2 X+ po,
oll 2y, X,, By, 1o Sont des constantes arbitraires.
L’équation (9), en vertu des expressions (10), prend la forme
VAR +25) X+ (1 +12)1Y (1)
[ 20 X2y pot 2 1) X+ (g Ba+24) ]y =0.
De la comparaison des équations (7) et (11), on tire
M=,
M Ay=q,
pitpe=b, (12)
By Bt 24 =T,
Ay pythapy=0.

Lorsqu’'on désigne par @, b des constantes arbitraires et par p, ¢
deux parametres introduits pour que les formules soient plus com-
modes, on peut, aprés la résolution du systeme (12), énoncer les
résultats suivants:

Proposition 1. L’équation (7), dans le cas oi
a=-p(a+p;
B=-ag-bp-2pg,
Y=a+p-q(b+q),
est réductible au systéme intégrable
y'+la+p) x+(b+9)]r=2
Z—(px+q) z=0.
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Proposition Il. L’équation (7), avec
a=—p (a+p),
p=fa+p)(b+q)+pyg,
Y=a+p-q(b+q),

est réductible au systeme intégrable
Y+[(a+p) x—-qly=z,
Z+[-px+(b+q]z=0.
Proposition III. L’équation (7), avec

a= -p(a+p),
B=(a+p)(b+a)+pg,
Y=-p-q(b+q),
st réductible au systéme intégrable
V+[-px+(b+9ly=2
Z+[(a+p)x-q] z=0.
Proposition IV. L'équation (7), ou

a=-p(a+p),
B=—aqg-bp-2py,
Yy=-p-q(b+9),

est réductible au systeme integrable
V' —(px+q) y=2z,
Z+[(a+p) x+(b+q)] z=0.

4. L’utilité du procédé indiqué, fournissant des critéres d'intégrabi-
{ité, s’est confirmé déja par I’équation (7). Les résultats formulés dans les
quatre propositions précitées ne se trouvent pas dans le Recueil des
£quations différentielles de K amk e!). D’autre part, de nombreuses équa-
tions différentielles particulieres du type (7), indiquées chez Kamke,
jouissent de la propriété suivante:

10 Elles sont réductibles dans le sens adopté;

20 Elles présentent des cas particuliers dérivant d’'une source com-
mune, donnée dans cette étude 2).

A titre d’exemple, prenons I'équation différentielle:

P45y +(ex24+Y) p=0 (13)

1) E. Kamke, Differentialgleichungen: Losungsmethoden und Losungen, Bd. I,
3. Auflage, Leipzig, 1944; cf. particulierement p. 413—417, p. 641.—Dans la suite, ce Trai-
té sera cité, en abrégé, par Kamke.

2) Ceci est avec détail développé daus le texte serbe de celte étude. Voir, parti-
culiéerement, les §§ 9 11 en liaison avec le § 2.

16*
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présentant un cas particulier de I'équation (7) pour
a=1, b=0, B=0.

Les cas d'intégrabilité connus de I'équation (13), d’aprés Kamkel),
sont les deux suivants:

10 a:%, Y_=% (cas. de Goldscheider);
1 i}
20 e Y¢7 (cas de Kamke).

En appliquant a 1’équation (13) la proposition I, formulée précé-
demment, on fournit les résultats suivants qui renferment ceux de
Goldscheider et de Kamke, comme des cas particuliers:

1° Lorsque la condition

a=y(l-7)
est satisfaite, I'équation (13), avec
a=-—p(14p)-
r=14p
(p=parametre arbitraire)
est réductible au systéme intégrable
Y+(1+p) xp=2,

z'—pxz=0.

4 2
le résultat de Goldscheider;

Au cas particulier g.:i correspondY=l( ici:p= —%), ce qui est

20 Lorsqu’on a:

1 1
= - = — Qg2
4° Y 2 q

(g=parametre arbitraire),

04

U'équation correspondante (13) est réductible au systéme intégrable

" 1 1
”(?”\/TY)Y=Z’
3 1 Tl
”(T“ \/?"‘)Z‘O’

et c’'est précisément le cas de Kamke.

Par conséquent, on voit que les équations de Goldscheider
et de Kamke sont réductibles et que ces deux cas particuliers de
I’équation (13) dérivent aussi d’une source commune.

1) Kamke, p. 641.
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5. Relativement a I'équation différentielle

V'+(ae+b)y+(A* +B e +C) y=0, (9

-oll a, b, s, A, B, C sont des constantes arbitraires, on énonce le résultat
suivant:

Proposition V. Les coefficients a et b désignant des constantes
arbitraires, A et C étant de la forme

A= —p (a+p),

C=-q(b+q),

ol p et q désignent deux parametres arbitraires, léquation (14) est
réductible:

1° au systéeme intégrable
y+la+p e+ o+ ly-2
Z—(pe* +q) z=0,
dans le cas ol

B=s (a+p)-2pg—aq-bp;
20 qu systéme intégrable

y’+[(a+p)esx—q]y=z.
z’+[—pesx+(b+q)] z=0,
dans le cas ou

B=s(a+p)+ab+aqg+bp+2 pg;
30 au systéme intégrable

B %
y+L-pe+0+9)] y-2,

z'+[(a +p) esx—q] 2=0,
dans le cas ol

B=—sp+ab+aq+bp+2pg;
4 qu systeme intégrable

y - (pesx+q) =2,

z'+[(a+p) esx+(b+a)] z=0,
dans le cas oi
=—-sp-aq—bp—2pq.

Le procédé en question, appliqué a I'’équation (14), a fourni la
proposition V, ce qui met en évidence de nouveau:

1° que ce procédé pourrait conduire a desrésultats de plus en plus
intéressants, lorsqu’on I'appliquait d’'une maniere systématique;
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2° que le méme procédé est notamment convenable pour un com-
pletement du Recueil de Kamke qui s’est montré déja si utile dans
des recherches relatives a des sciences techniques et appliquées.

6. D’autres criteres d’intégrabilité de 1'équation (7). en dehors de
ceux cités plus haut, s’obtiendront en partant de I’équation (9), dans
laquelle les fonctions f, g, & ont, par exemple, les expressions suivantes:

105 = ek (k) o a0
g (x) E)-1*‘7s_’-1"‘7\2 AL ok +?\s+1x+}\s+27. 15y

B (%) =1 X+po
ol les coeificients:

kl) kz,...,ks;
}"l’ }‘2:"-;;‘-34‘2; (]6)
B1yHs

sont des constantes arbitraires.

En choisissant les parametres (16) et le nombre naturel s sous la
condition que les polynomes

f+et+fh, g+gh,

déterminés par (15), soient divisibles sans reste par le polynéme f, on
trouvera de nouveaux critéres d’intégrabilité de I'équation (7).

Nous allons étudier ceci et d’autres questions connexes dans un
autre travail.



