JPATOCJIAB C. MUTPUHOBHU

O JENHOJ KINACHU RICCATI-EBUX JEAHAYUHA
KOJE CY UHBAPUJAHTHE ¥ OHOCY HA JEAHY CMEHY
®YHKUHUJE

FnaBa npBa

1. ITocmatpajmo Riccati-eBy jegHayuHy KaHOHHUYKOT
001uKa

Z—f’rw%fl’ (x) (1)
¥ U3BPLINMO y H0j CMeHY (PyHKuuje
Bt @
[Q=-0Q(x) #0]

OcCTaBbajyhu UCTYy HE3aBUCHO-POMEHJbUBY X.
Jennaunna (1) Tana noGuja 06JMK

%=A(x)z2+3(x)z+6(x), (3)
roe koeduuujentu A, B, C umajy BpelHOCTH?)
A(x)= @_—_QQ’— &
B (x) =—23% “ TR
C(x)= %

1) MpernocraBba ce na ¢ynkupja Q(x) Huje jeqHO MNapTUKYJIApHO
peluetbe jennauute (1), Ti. na je

D-O-Px0.
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HoBa cmena ¢ynkuuje

s 1A B
=~ lpioyl 5)
CBOIM jenHayuHy (3) MOHOBO HAa KaHOHMYKM O6JMK!)
dy
T tri=0. (), (6)
rue je
g Bydns b
<I>1(x)—TB +4(A) 2B (T)
Lo Al
+ B—A;——z— T"AC

Ha ocHoBy oGpasaua (4), mecro penaumja (5) u (7), moxe
ce HamucaTtu?):

2=“5—-—QQ’—_@7-}’1 (8)
L Q0" - Q¥ +2Q*0 -2Q%+4Q'D 29
2(0-0 - QO .
D, (x) =D+ Qné 4 (9)
MENCEE
4 (P-Q - Q%2
-0
2 d-Q-02
+CD—Q' (CI)_Q’_Q2)I-
Q (D_QI_QZ .

1) JleramHuje 0 OBHM TpaHcopMalujaMa Buoemu:

I. C. MutpunoBuk, Hekoauko cimasosa o Ricc ati-esoy
ougpepenyujasnoi jeonauurnu (Iaac Cpicke akademuje nayka, xwura 181,
1939, ctp. 171—236. Hapouuto Budemu ctp. 187—188).

2) Hanpen je Beh npernocraBibeHo Ha je
- Q'-Q*£0,

jep unaue opmyne (8), (9) u (10) He Gu uMane cMuCIA.
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Tpancgopmauuje (2) u (8) mory ce CKymuTH y jedHy:
Tj. penauuja

- Q - Q2
10380
+QQ”— Q' +20Q*°D-2Q%2+4Q O —2P2
2D =0 =07}

Be3yje uHTerpaie y u y, Riccati-eBux jemnayuna (1) u (6)
KOje Cy JaTe y KaHOHMYKOM OGJIMKY.

Axo je y onwTe pelewe nudepeHuujanHe jegHayuHe (1),
Taja je (pyHKuuja y,, koja je necduducasa c¢opmyaom (10),
oniuTe peliewe jegHauuHe (6).

Haitomena. Nonazebu on umeHTUTETA:
—-(QQ"-QI'+2Q* D -2Q%+4Q'D -2 D*)
s~ -0V +2(P2 01D -0 —0%),
penauuja (10) moxe ce OBaKO HamucaTH:
AD -0
T () ),
1 ((D"Q"“‘Qz)’ q-,_Q:

P i

W3 nocnemibe penauuje nanasu:

_0y.+B
I iy (12)

rue je

6=20(2-0 -0,

B=0(D - & - 0f) +2(D - OB O —iF,

Y=2(P-Q' -0,

6 =B 0 = O+ 20 (T = = 0F),

2. Tpancgopmauujom (12) moxe ce npehu ca jenHayuHe
(1) Ha jemnayuny (6). O6pHyTO, TpaHCopmaiiujom (11) npenasu
ce ca jemHauuHe (6) Ha jemHauuny (1). Tpancdopmauuja (12),
y K0joj Cy Koe(HulUU]jeHTH
o B, Y, 9

nedpunucanu ¢popmynama (13), uma ocoOuHy J[a 3alapkaBa
0o6MK jemHaumHe (1), Tj. mocmaTpaHa TpaHC(opmaluja npeTBapa
KaHOHMYKM 00JuK Riccati-eBe jenHauMHe IIOHOBO y KaHOHH-
YKH OOJIMK. :

(13)
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[Tociiaumo cada Gpobaem o o00pehusary Riccati-eBux
jeOnavuna karonuwkor obauka koje ce Gpeiasapaly y cebe came
cmenom Pynkyuje (10), @j. koje y 004ocy Ha GocmailpuHy
cmery (10) ociiajy nHBapujaHTHe?).

YcnoBHa jennayuHa oBor npobiema je:
Dy () =D (%) (14)
M Tajga jegHauuHe (1) m (6) nocrajy

dy

dx+y2 w0 (X),

d
Lvyi-0 ()

¥ pasiiMKyjy ce jelHa OI Jpyre C€amO HOTaUMjOM Hemo3HaTe
¢dyHKUMje: ¥y jelHO] je HemoanaTa (pyHKUMja O3HayeHa ca y, a

y Apyroj ca y,.
JacHo je ma je oBge:
JizJ. (15)
Ycaos (14), npema obGpacuy (9), nocraje:
Q"-(I)' 3 ((I) =3 Q' i 02)12
0 " (@-0-0) (0)
1 ((I)_ Q!_ QZ)II+ @__Q/ (_iI) S OI_QZ)! —O

20-0-¢C 0 000

1) P. Appell y pacnpaBu Sur des équations différentielles linéai-
res transformalles en elles-mémes par un changement de fonction et de
variable (Acta mathematica, t. 15, 1891, p. 281—815; BuoOediu HapoyuTO
cTp. 283 u cTp. 315) medunulue nojam TpaHchopmoBatba HudepeHLHjaTHUX
jenHayuHa y ceGe came 3a jeqHy CMeHYy (DYHKUMje W HE3aBUCHO-NPOMEHIbUBE.

Buoeiiu Taxkohe: 5 :

1- A. Buhl, Nouveaux Eléments d’'Analyse, t. 1, deuxieme édition
Paris, 1944, p. 132.

Oepge Buhl nedundiie nojam o WHBapHjaHTHOCTH jelHe aHPepeH-
unjajHe jelHayuHe 3a JAaTy TpaHC()OpMauujy NPOMEHbUBHX UM HaBOIAM Kao
npumep D'Alemb ert-oBy napuujainy jennayudy Il pena

02 20 O 02
\l'+0\1’ V..%%:O (c=const)

ox*  oy2 0z

Koja je uHBapujauTHa, Tj. nperBapa ce y ceGe camy, 3a L orentz-osy
TpaHcopmauujy HezaBWCHO npomeHbuBux. OBaj (pakaT wurpa 3HayajHy
yaory 'y Marematuykoj (uauuu.

20 D. S. Mitrinovitch, Sur une équation différentielle lincaire
du second ordre transformalle en elle-méme. (Comptes rendus de I'Acadé-
mie des sciences de Paris, t. 228, 1949, p. 1188—1190).
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HudepenuujanHa jegHayuHa (16) cmaga y THO jedHAyuHA
F((p q)l (I)N. Q QI QII QHI) =O

lpewa ToMme, jenHaunHa (16) je HeonpeheHa ,umbepeﬂun-
' janHa jenqHayuMHa ca JBe HenosHaTe dYHKuUUje

®(x), Q(x),
ajM y Kojoj He ¢hurypuiie eKCIJIMLUUTHO He3aBUCHO IIPOMEHJbHUBA X.
[ToctaBuhemo oBa gBa mpoGJema:
MpBu npo6nem: Jaima je gPyunkyuja Q (x) kojy hemo
3Baimu kapakmepucmuina ¢yrkyuja Gpudpyorcena Riccat i-eBoj

JeOnauunu; Haku gyunkyujy O (x) koja je Oegunucana Oughepen-
yujasrom jednasurom (16);

Jdpyru npo6nem: [Jaiia je dynkyuja O (x); odpeduiniu
kapakimiepuciuuny @Pynkyujy Q (x) koja je Oegunucarna jedwna-
yunom (16).

3. Kana je mara kapakrepucTuyHa ¢ynkuuja Q (x), jenHa-
yuHa (16) cmapga y Tun gudepeHuujalHUX jefHayuHAa OOJIMKA

G (x, ®, ', D")=0.

Morno 64 Ce MOMUCIMTM Ja CTBAapHO ojpebuBarbe (yHK-
uuje P (x) nocrasmpa Behe Tellkohe Hero cama HHTerpauuja
noja3He jemHayuHe (1). Anu, y CTBapu, Huje TaKaB Cjyyaj H
TOo hemo ofmax MOKa3aTH.

YBeaumo 03HaKy

D20 —0=¢ (17)

OJIaKJie u3J1a3u:

@-Q-@y-%-r,

’ 2 II_E?E_ /7
(P-Q-Q)'=Z5=1",
D — Q":t'+2 QQ’-
JemHayuHa (16), Boxehu pauyna o penauuju (17), mocraje
Boe e R g
20 -Gl g 9" (18)

¥YBegumo caza HORY (I)yHKU.Mj)" 1, nomohy ¢opmyie

g gdndrx (19)
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Hudpepenuujania jennaunHa (18) no6uja Tama BuI
n:cobig =
dx-- o ~-200+40 50: (20)
[locnenwa jegHaywHa mpunaga kjJacy Riccati-eBux
jeIlHayuHa.
Hcaumusarsem oBe jedHayune 3aksmyuyje ce: 0a je gynkyuja
1=-40
JeOHo Bapiniukysapro peurerve jeOrazune (20).

Ha ocHoBy oBor pesyiararta oapehyje ce odwiie peweme
jenHauune (20) y OOJHMKY:

‘Ze—zdex

K—fe_zdexdx ; -

rae je K uHTerpauMoHa KOHCTaHTa.
[Tonazehu on penauuje (19), ¢ ce mo6uja nomohy copmy.e
t=exp [ndx (22)

=exp[J—4de+f ZE_Zdexdx ]

K~ fe_zdex dx

n=-4Q+

[NowTo je

f 2670 gy
K- e85

3a ¢ HaJla3umo

e Zln(K—fe—zdex dx)+Const,

—4 x
s oilye o 23)
S x 2/
b
rge je K, HOBa MHTerpauMoHa KOHCTaHTa.
ITpema penauuju (17), pynkumja O (x) uma 06auk

—4fQax

K,e
(K— fe_zIde dx )2 :

Ilpsu 00 @pobaema dopmysucanux y § 2 oBe pacipase
pewen je obpacyen (24).

D (x)=0Q +0Q*+ (24)
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4, Kao nocneguua ycnosa (14), yuju je pasBujeH OOGJUK
oat peiauujom (16), nobuja ce
Ji=J. (25)

Pewewa jenHauuHa (1) u (6) BesaHa cy penauujom (10),
Koja c 063upom Ha ycioB (25) mocTaje

2(@=0 - yr=(d' =0 200}y (25)
+(QQ"- QD' +2 Q*D-2Q%+4Q D -2D?%) =0.

Ako ce y jemHauuny (26) ynece BpenHOCT 3a ¢ mnecunu-
caHa o6pacuem (24) u Tako ¢opMmupaHa jeJHayMHA peLIU MO Y,
noOuja ce, moclie 3ameTHUX M3payyHaBarba:

w B—ZJ‘de
y1=Q_ ! i = ’
K- fo2lf
(27)
-2fQdx
w, e
yn:Q_ )

K- J‘e_zfQ “dx
rie cy w, U w, KOpeHW jelHa4YuHe
w?2-w-K,;=0
peliexe Mo w. '
5. Hanpen noGujeHu pe3yaTaTy MOTy Ce OBaKO pe3uMHpaTu:
CraB. Riccati-eBa Qugepenyujasna jedravuna

—4fQ dx
dy 2 ' 2

Ke :
(K—J.easzdx dr |

[Q=0 (x), K=Const, K,=Const]
mpancgopmvje ce y cebe camy cmenom Pyrkyuje

K, . 4/ Qax 1

K- —-Zdexd z" -Zdex
( -I.e x) yx_‘Q"—K_Jlee__zdede

b

y-Q+

10e je y, HOBa Heillo3Hamla (yHkyuja.

Youena ougepenyujasna jednauuna je uniieipabuana, jep
cy Dosnaima 0Ba mena Rapmukysapra pewersa (27).
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6. Ila 6u popmyne Guile jeIHOCTaBHHje, MECTO IIPOM3BOJbHE
¢yuxunje Q ysewhemo npyry ¢yukuujy ox x. CtaBuMO

2
Q (X) a5 2

rue je

)\.=}.(X), }\’=d—x.

Bynyhu ma je tama

1

exp ( - 2dex)=%,

uma ce
@()[—+

2K fﬁ)

Y wuspasy 3a c¢ynkuujy P durypuule cajga camo jelHa
KBajparTypa.

Mecto dyHkunje 2 (x) yBeaMMO HOBY (yHKUH]Yy p (X)
nomohy ¢opmyie

L

23 T
Tl :
2
A —(1‘1") >
olakne cienyje:
3
! ’ _2— n
1\.————(}.1) B
e L
/ ’ 2 144 2 ry
Vez(®) )2——(}1) B
hir e
i ( 2

[Ipema TOMme, 3a © Hanasumo:

o
®(x)—4(p~’) 2 W (K—p)
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[lapTukynapHa peluewa (27) umajy caza O6GJMK:
(28)

rje cy o, 1 w, pelliewa jeJHaunuHe
w-w-K; =

Ha ocHoBy usnoxeHor cras, HaBeleH y § 5, Moxe ce
¢opmynucaTd U Ha ciejlehd HayuH:

Hudiepenyujarta jeduaquna

d Kl e
_“‘_‘) 2 }1 TP’ (29)
roe Cy: p Ma Kakpa ¢yHKunja npomeHibuse X, a K v K, ma
KaKBe KOHCTaHTe, UHBApPUJAHILHaG je y 00HOCYy Ha mpancgopma-
yujy dynkyuje :
1 }l” }1, 2 l
=i el K ) GRrE TRl 30

rie je y, HoBa (pyHKuMja.
Ha kpajy, ako ce craBu

K—}l=9(X),
K, = o =Const,
penauuje (28), (29) u (30) umajy pecrneKTUBHO OBe OO.MKe:
& L el! + \ [}I s
Ko T g oa T h g
1 9" o (1)
fr % o gt
dy+ s 3 —‘ell_ 2—]_ elll + 6/ 2‘
&t (e) 77+ ) (52)
pod 8 e re bl oo
W ) —6,— 0((-9—) +i o _—1) (33)
R B

rme cy w; 4 w, KOpeHH jeqHayuHe

w2—w=—a=0.
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W38 mperxomnor ce Buau Ja cwo y peiaudjama (28), (29),
(30), morua yseTu na je

K = Ov
a Ja TUme He ymakbuMoO reHerajnHoCT pe3yJTdaTa.

7. Hampen usmoxene udibennue omoryhasajy na ce ¢op-
MyJuuie OBaj.

CraB. Riccati-eBa dugﬁepeuqu]ﬂ/ma JjeOHauuna
R A e R ) (34)
dx 6 2 16 9
(= Const#£0)
moancgopmyje ce v cece camy cmeHon dyrkyuje

B 1
SaT e ( ) i a
./Vl “\ 2 el e
Tj Gocmalipana jedHaYuHa oclia'e UHBQDUjAKIHA U UMA 004Uk
dy1 5 3 e// 2 1 6”’ e/ 2
ax _T('ef) e il

6 je mpou3BoJbHA (hyHKUMja MPOMeHJbMBE X, anu Ce Mper-
nocrasial):

1° HenmpeKMIHOCT (yHkuuje 6 y jeAHOM NOCMaTpaHOM
MHTepBajly NpoMeHJbUBE X;

2° ersucTeHuuja M3B0la, KOju Ce MOjaBbyjy y hopmyaama,
M TO Yy UCTOM WHTepBany NpoMeHJbUBE X;

3° 6 (x)# Const.
YseBwn y 063up mnapTrKylapHa pellietba (31 omnuTe

peleibe jenHauuHe (34),y cayuajy kama je o# - Tnacu:
T A o
yed C, 0
5 5
4 =Me
L
ae e

!)Ha anasoruyan HauuH Hampeq je npekyTHO NpeTNOCTaBIbeHA: HENpe-
KUITHOCT (pyHKUH]a
Q), 2(x), plx

Hu ersncmauu]a HbHUXOBUX H3BOOA 'y HHTEepBany HenpeKMﬂ.HOCTM OBMM ycJio-
BuMa Tpeba HomaTH jenaH JONYHCKM YCJOB ClH4YaH OHOMe rope noj 3° 3a
yHRuHjy © (x).
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Tj. :
y+~]— ﬂ—u) Z
200! 139 2 M-emz—wl
=64 o

B4 +7 o - Wy F
(M =npou3BObHA MHTErpauMoHa KOHCTAHTaA).
Byayhu ma cy w, n o, peuiewa jexHayuHe
- w-a=0,
MOXEeMO CTaBUTH
[wl—w2\=\/ﬁﬁ.

Kapakrepucruyna cynkimja Q (x) Kojy cmo ysenu y-§ 2

#“3paxasa ce, nomohy (bym(u,uje 0 (x), npema ¢opmyau
l }1” l el’
0W-5--% G T

Tope HagedeHu cilaB HOMIYyHO pewasa OpBu Gpob.aem

Zociliawern y § 2, jep je Hahena Hajolwimuja Gyrnkyuja D (x):

ERIC I o 2
*@-¢[% -7 7+
&oja o0woBapa GpoussomHoj kapakiiepuciiuynoj gyrkyuju

6[’

Q (x) onHocHO _%—67’ e=6'(x).

8. lNMocraBmpa ce cajga nuTtame Koje je Beh (HOpMyaHCaHO
y § 2 (mpyru npoGnaem), ma ce 3a jgato @ (x) Habe Q(x)
Jedunucano jenHaunHom (16). [Mo Q jemHayuna (16) npetcraBiba
JucdepeHuujanHy jenHauyuHy Tpeher pema.

Ako Gucmo ycrmenu ja pewiumo Taj npoGiiem, 3Ha4un0 Ou-
Ja cmo noJsasehu on mate Riccati-eBe jegHauuHe

d
f yi==0 () | (35)
(D =nara (I)ymcuu]a NpoMeHJbUBE X), ' '
HauwM Q, Tj. CMeHy
O-Q -0
1 - S ;
pit 5 [n(®-Q-Q1+0Q

y=0+

Topmmen 360pHUK 12
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Koja jenHauuHy (35) mpeTBapa y jeXHayuny
d
dyl +y1 (I) (X),

T]. TpaHcgopmyje je y ceGe camy.
HapaBHo, na Taj nmpo6JjeM He MOXeMO pellMTH C 063upom
Ha nosHatu Liouville-oB cTaB.

Y ctBapu, oBje je npoGiem uHTerpauuje Riccati-ese
jelHayMHe CBeJeH Ha M3Hala)Ketbe MAPTHKYJapHUX pelleha
jenHaunne (16), rhae je ®(x) mata (yHkuuja.

Fnaga pgpyra
9. Y npeTXomHOj riaBH y jelHAauYNHH

dy
H3BPUINJIIH CMO CMEHY Q)YHKLlee

Qxz
i o Ui (97

Cana hemo nohu ox cmene ¢yHkuuje onwmTHjer oGJMKa

™ gZ:TR' @)

rie je z HOBa HernoaHaTa (pyHKUHWja M THe Cy
Q. R T

¢yHKUMje Ol x TakBe Ja je
QT -R#0.

[ugpeperunjania jegnayuna (36), kaxa ce Ha GyHKUMjU y
MB8BpIWIK OuavHeapHa TpaHcdopmauuja (38), mo6uja o6ank

d—x=A(x) 22+B(x)z+C(x), (39)
rne cy Koepuuujentd A, B, C pepunucanu oGpacuuma:
_O-Q-@
A=
2T -2 T-QT-
B e ng-TQR QT-R o

T20 - T'-RT
C(x)= Ré;.’fR ]
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Riccati-eBa jegHauuda (39), ako ce Ha (YHKUMM Z
M3BpLIM JIMHeapHa TpaHCcdopmauuja

1 A
SR Z{A‘ il (41)

Jo0Mja MOHOBO KaHOHMYKH OOJMK

d
Fiyi-0, (), (42)

rue je

- (T2=-0R+OF =R}TOD - OR-Q 1)

D, (x (Q T—R)? (_43)

(P - IED - RART S RIT)
(QT - Ry

L gl L (T®) +(QRY
QT-R

T®-QR-Q'T (P-Q -0
Gr-R GO

k=24

AP0 -0

2 500

10. Tlotpaxumo ycinoB na 6u jemHauuHa (36) ocrana
UHBapujeHiliHa Kana ce HA (YHKUWjH y U3BpLIKM OuiMHeapHa
TpaHcgopmaumja (38), y kojoj je z meduHucaHO opmyaom (41),
rue cy koe(uuujeHTH

-+

A(x), B(x)
Iatu ¢opmynama (40).

Tpaxenu ycnoB jecte jemHauuHa (43) y K0joj jowr mecTe
‘D, (x) Tpeba ctaButh D (x).

W3 jemnauune (43), roe je CTaBbeHO
D, =D,

12%
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nocie u3BplUetba INPOCTHX alud 3aMeTHUX TpaHcpopmauujal)
ao6uja ce jenHayuHa JOCTa jeLHOCTaBHOr 00JuKa

Q(@-Q)-2Q (P-Q) (44)
LI @ g
TRRRT e g e

1 ’ 2Nl
—5 (D0 - Q)" -0.

Kao wTo ce Buau, ¢pyHkuuje R u T yomnuite ce He Moja-
BbYjy y jemnauuHu (44). Crora Hehe OuTH ymameHa reHepal-
HOCT pe3yJiTaTa KOMe Ce TeXH, aKO Ce CTaBH

1% R=0,- T=1,:-0Q£0s
UJin
2 R=1: =0
Y o6azsa ciyyaja 3aJ10BOJbeH je yCJOB
OT-=R+#0
1I0JI KOjumM Cy H3BeleHe MpeTXOjHe TpaHc@opmauuje-

[pBu o1 HaBegeHuX ciayyajeBa Beh cMO Mmaiu y mnpBOj
riaaBu oBe pacnpase. [Ipyru cayyaj pomymra ¥ moryhHoCT

Q=0.
11. AKo ce, Kao y npeTXOJHOj IaBH, CTaBU
D-Q - Q=1
# 1) Koecuuujentu y3 R’ u T’ uaentuyku ce anyaupajy. Koeuuujent
y3 T2 je
2
Lrow-09-20@-0),

rae je

A=(QT—RP® ~ =R
Koeguuujenr y3 RT jecte uspas: -
20102~ 0)-2¢ @-0Q)].
Koeduuujenr y3- R2 je oGauxa
Liow-@)-20@-0Q)l.

Taxo jennayuna (43), npakena ycioBom

(I)1 e (I), b
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nudepeHumjanHa jenHayuHa (44) mocraje
; g Pa 1
20 | B0 w0,
a Ta jegHayMHa UOEHTHYHA je jemHauyuHu (18).

Yocranom, jemHauniu (16) Moxe ce matn o6auk (44) nox
NpeTnocTaBKOM Ja je

Q+#0.
Y jemnauyunu (16) M3BpUIMMO OBY TpaHC(OpPMALKiy:
W3zpa3z
Q= e D O =)
Q gL -0
nocraje

-200(®-0)- 0*(Q" - D)
Q@-0- @) ;
Axo je Q#0, uma ce:
Q/r' I CD Ql (CD OI Qz)l
0 0 O_Qg -0 (45)
~Q(@-01-20(2= Q)
D -~ =0}
Penauuja (44) moxe ce HamicaTtu Ha ciaenehu HauuH:
Q@' -09-20(2-Q) 3 (B0~ 0 :
-0~ ¢ it oy A8
1 (@-e-y
2 ©-Q-0° :

y3uma o00JuK
LI0(@—Q")-2Q @~ Q)](QT-R?
B @-0- 0
£ (@-0-07
@00
2 o-Q -0z :
[Towro je

nocuenma jefHauydHa ce CBOIM Ha (44).
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AKo ce ysme y 063up uImeHTuTeT (45), 3aKibydyje ce na
cy ycnosu (16) u (44) omHocuo (46) exBMBaJEHTHU aKo je Q#0°

Y cayyajy ako je Q=0, Taga pacmaTparba y 10pBOj rJaBH
He Baxe. Yci1os (44) 3a Q=0, nocraje

20QP" -3P"?=0,

a To je cnyyaj koju je mnpoyyaBao M. KypeHckwuiil); Ha
TOMe clydajy HehemOo Ce 3alp)xaBaT.

12. ¥ jegHoj HOBOj pacnpaBu Mpoyd. hemo, Ha OMNWTH{K
Ha4uH, nuTatbe O WHBApUjaHTHOCTM Riccati-ese jemnaunHe

4X=A(x)ﬁ+3(x)y+c(x)

dx
3a TpaHC(popvauujy o0JuKa
_0»z+R (%)
ST (x)
(QT-RS#0)

¥ noka3ahemo UCTO Tako na ce mpoGlem U3 OBe paclpase
MOJXKe JOBECTH Yy Bedy ca MOjMOM ipyile mpuHcdiopmayuja u ca
OINIITOM TeOopujoM uHBapujaHaTa nuepeHUu anauX jegHayuHa.

. C. MUTPHUHOBUY

OB OJIHOM KJIACCE YPABHEHUI PUKKATMU,
[IPEOBPA3YEMbIX B CAMUX CEBS

(BwiBo0o)

B aroil craTbe, Mei 1y MPOUMM, AOKA3bIBAEM CJeLYIOLIYIO TEOPEMY:
Ypasuenune Purkaru

&

el‘z A‘l_e,l'—’_ 9’2
)'2 s b

(x=const#0)

(R) PP Sl

) M. Kourensky, Sur léquation de Riccati (Rendiconti della
R. Acaaemia dei Lincei, Classe di Scienze fisiche, matematiche e natu-
rali, serie sesta, vol. 9, 1929, p. 956—957).
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npeo6Gpaxaercss B caMO ce0Osf NOACTAaHOBKOH PpyHKuUUN

e
V—' 2 el+a(

roe 6(x) mpousBoabHasgs GyHKUUS OT x [6(x)#const], Hene-
pepbBHAasi H UMeUWAasT TPH NepBhbie NPOU3BOLHbE.

1
OO6uiee peuweHue ypaBHeHusi (R) naHO peasiuueit a#——‘}—)
y+ e/l 52 el
e
__2_6_—9 = Mew’—wl
0% 6
figni -y

toe:
M=npou3BOJbHOE MOCTOSIHHOE,

w;, wy=KOPHU ypaBHEHUSI

w2—w—a=0.

D. S. MITRINOVITCH

SUR UNE CLASSE DEQUAT]ONS DE RICCATI INVARIANTES
RELATIVEMENT A UN CHANGEMENT DE FONCTION

(Résume)

1. On considere I’équation différentielle de Riccati sous la forme
canonique

@ e
e a1 M
et I'on effectue sur la fonction inconnue y la substitution bilinéaire?)
2(0-0Q'- Q%
3= SvF
y=0 @0~ 0 1t O+ (@- 0 - 09 @

ou?):
Q[O#0, Q n'est pas une solution de I’équation (1)] signifie
une fonctlon arbitraire de x, continue et dérivable;-
20 p, est une nouvelle fonction inconnue.

L’équation de Riccati (1) se transforme alors en

d
HyR= (¥), ®)

1) Voir:
L. S. Mitrinovitch, Quelques propositions relatives a | equatzon différentielle
de Riccati (Bulletin de I’Académie serbe des sciences, série A, t. 6. 1939, p. 132 - 135).
i 2) Dans cette étude, les accents marquent des dérivées pmes par rapport a la
variable x.
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avec' :
ll_d)l : 3
®dm=®+()o 3 4y

3 ((;I)_.Q’-Qz)’z
: T@-0-0F
1 @--0y
2 0=0=¢
°-Q (©-0'-QY
Q q) R Qr__ 02 .
De la relation (2) il s’ensuit que
@-0- D :
N="00-0) (5)
L Q0" =00’ +2 Q2D -2Q24+40'D -2 D2
20@-0-0 :

La relation (2), c’est-a-dire la relation (5), relie les intégrales

y(x) et y (%)

des équations de Riccati respectives (1) et (3), données sous la forme
canotique.

La-transformation (5) a donc pour effet de conserver la forme de
I’équation (1): en fait, il existe des transformations changeant des formes
déja canoniques en d’autres formes canoniques.

II. On propose le probleme de déterminer des équations de Ric-
cati se transformant en elles-mémes par le changement de fonction
(5). En d’autres termes, on cherche des équations de Riccati qui
restent invariantes relativement a la transformation (5).

Si 'on compare I’équation (1) avec (3), on fournit la relation
@ (x)= Dy (%) (6)
comme I’équation du probléme proposé.
La condition (6) étant satisfaite, il s’ensuit que
h=r (N
La relation (6), d’aprés (4), prend la forme
0’-9' 8 (9-0 DIt g
0 T4 @-0- s
_) (@0 - 8- 0 (b OS Gl
2 00~ " Oha e
L’équation (8) rentre dans le type d’équations de la forme
F (@, @” @'!; Q, OI’ O’l, OIII)=O’

donc c’est une équation différent’elle indéterminée a deux fonctions
inconnues @ et Q, mais dans laquelle ne figure pas explicitement la
variable indépendante x.

-+




(21‘) O jennoj xaacu Riccati-eBux jegnaumna 185

On peut proposer ces deux questions:

19 On donne la fonction Q (x) qui sera nommée: fonction caracte-
ristique associée a | équation de Riccati (l); il faut trouver la fonc-
tion @ (x), définie par I’équation (8), qui est en ® du second ordre;

20 On donne la fonction ® (x); il faut trouver la fonction caracté-
ristique Q (x), définie a 'aide de 1I’équation (8) qui est en Q du troisieme
ordre.?)

1Il. Pour résoudre la premiére question, posons

e O 9)
dans (8); on obtient
L R e e
20‘?{7)*??“07—0 (10)
Par la nouvelle substitution
dx
t=ef : (1)
(n=une nouvelle fonction),
I’équation (10) se transforme en
T O 3
a—7r12—20n+40=0- (12)

En analysant I’équation (12), on constate le fait important que la
derniere équation admet comme intégrale particuliere la fonction

n=-40.
La solution générale de I’équation de Riccati (12) est:

—2[Qdx
2, /

I":—40+ ;|
K—J.exp(—2f0dx)dx :

(13)

oll K désigne une constante d’intégration.

Si I'on effectue les calculs exigeant les formules (11) et (9), on
fournit

-4 'de
Wi J

[K-—fexp(—2f()d)c)dx]2

K; étant une nouvelle constante arbitraire.

® (9)=Q'+ 0+

(14)

En profitant de la forme arbitraire de la fonction Q (x), on peut
fa re disparaitre dans la relation (14) le signe de quadrature, en laissans,

: 1) Dans ce résumé, on se contente de traiter la premiére question. Daus laméme
etude, écrite en serbe, on indique quelques remarques sur la seconde question.
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toutefois, toute la généralité a la fonction Q (x). Pour effectuer ceci,
posons tout d’abord

_}\-’
=
2.#0 étant une fonction arbitraire de x.
La fonction ® (x), définie par (14), prend alors la forme

_}‘" K|
Ghadebe e - (15)
A4 (K - f}. dx)
Si I'on introduit une nouvelle foncticn arbitraire p. (x}, a I'aide de
{a relation :
E:P'I)

la fonction ©@ obtient la forme

3 ]J.” z‘ ] 'I_]."’ Kl plz

O X)=—F|~5| —5 —F P T

o 4() 2 W TR (16)

’

il
Si l'on pose enfin
K-p=0(x), Ki=c, a=const*0,
la fonction @, en vertu de (16), prend la forme définitive:
8 67\2 1 ok 6 \2
D x)=— —) —5—9,-+u(?).
Les faits mentionnés plus haut donnent la possibilité d’énoncer le

résultat suivant qui est la réponse a la premiére des questions proposées
précédement:
Proposition. L’équation de Riccati
dy 2_ 3 e” 2 ] e/ll 9’ z
&t ”?(7) "2‘9“'“( )

(c=Const#0)
Se transforme en elle-méme par le changement de fonction

’”

1 ¢ \2 1
J’—‘?@“(?)——“l N

) (17

ol 6 (x)# cons_t‘ désigne une fonction arbitraire de x, continue et possédant
les trois premiéres dérivées.

La solution générale de I’équation (17), dans le cas ol a;/:——};, est

] ell el
ko e o
Wy — wy
smEas.

It e
avec
M=constante d’intégration;
wy, wy=les racines de I'équation
w—w—a=0.

IV. En proposant de résoudre le méme probléme pour [’équation
(1), en partant de la transformation bilinéaire plus générale que (2), on
trouve les résultats identiques a ceux déja fournis dans cette étude.



