ILIPATOCJIAB C. MUTPUHOBHUh

O AJIFEBAPCKMM MPALLMOHAJIHUM JENLHAYUMHAMA

Fnasa npBa

1. TocmaTpajmo jenHauuHy

D1 p
z,\P;, \/P2,...,J'17,, L0, i)
rie cy:
1° p, (v=1, 2,.... n) uend NO3UTUBHU GpojeBu?);
2° P, (v=1,2,..., n) NONMHOMU NO Z =X+ iy qu]u Cy Koe-

¢uuvjeHT KOMI1eKCHH 6p0]eBM

3° F mOJvHOM MO Ha3HAYeHWM aprymMeHTUMa Ca KOMIUIeKC-
HUM Koe(uuujeHTUMa. ,

ArO Cce cTaBM

Py
\/Fv = tv 3 (2)
(=52 sin),
jemnauyuna (1) mocraje

slziba tapiv itg=U (3)
Jennauyvna (3) v jenHauuHe
Bl 4)
(v=1,2 70

4uHe 3ajeqHO cuctem of (n+ 1) jemHauMHa y KOjuma ce BHulLe
He jaBJba H4jelaH M3pa3 MOJ 3HAKOM KOpeHa.

1) Cinyyaj xama cy py Uend HeraTHBHU 6p01eBu WJIM pa3ioMibeHH
pauuoHanHu GpojeBH (NO3UTUBHM MWIM HETaTHBHU) CBOLM Ce, OYEBHMIHO, HA
cllyyaj KOjU rope IHUCKyTyjeMo.
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EnumuHauuvjom napawerpa f¢, u3 jelHayuHa:
(it 1)
P,(2) -1, =0,

mo Sylvester-oBoj, Cauchy-eBoj umu 10 kojoj apyroj me-
Tonu!), mobuja ce jegHayuHa

Fiitat e its)=0;

roe je F, MoJIMHOM MO Ha3HAaYeHUM aprymeHTHMa?).
AKo ce 3aTUM M3 jelHauyMHa

Fy (z:_tza lgserertn) =0,
P, (2)<ttm0
elMMUHMLIE £,, 10J1a34 Ce IO HOBe jelHauyuHe
Falz; 4 tiyav it =0,

rie je F, MOJMHOM MO HaBeAeHWM aprymeHTUMA.
[Tponyxyjyhu Tako ca enumuHalujom rnapamerapa

ty (v=3,4,...,n-1),
10Ja3u ce 1O jeilHayuHe
) =0
TaKo ma ce, Kaj ce M3 Moclelibe |elHaynHe M jelHauuHe
Pu(2)=2"
ellMMdHMLIe MapameTap f,, no6uja De(UHUTUBHO jelHauMH4
Fn(z)=0, (5)

rae je F, NOJMHOM MO Z.

1) Buneru Ha npumep,

i 1238 Faspunosuk, Teopuja Oeliepmunareiia, beorpan, 1889, ctp.
20-128;

A. K. CymkeBuy, OcroBot Bbicueil aare6pb, YeTBepTOE W3IAHHUE,
OTI'M3, Mocksa—Jlenunrpan, 1941, 'zaBa VIIIL, cTp, 206;

J. V. Uspensky, Theory of Equations, New York, McGraw-Hill,
1948, p. 277—291.

2) [Ipe Hero WTO ce MNPUCTYNM NPHMEHH jenHe Ol MeTona 3a ellu-
MHUHAUHK]y, MOTY Ce KaTKala OCTBApPHTH 3HAaTHa ynpowhaBatba NOJEC-HM
KOMOMHOBAmhEM jelHawMHa y jatom cucrtemy. Heka je. na npuMep, mara
jenHaunna

33 It S
2\VZ+z-1+Vz+2+V(@+z-1PVz+2=i+2,
rae jei=\-1. s
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Jennauuny (S) 3Bahemo @pancdopmal GpumuilusHe jeIHa-
yune (1).

[lpema mocTynky Kojum ce IOULJIO OO jeZHauyuHe (5) oye-
BHIHO je Jla OHa CalpiKH peluerba CBMX jefHayuHa (1), o0HOCHO
jednawuna (5) obyxsaiia cBe pa3auyuilie jeOnayure (1), 00 kojux
ce Oosa3u kada ce 3a Ha3nauene kopene y3my y 003up cBa
muxosa 3nayersa (HeTepmuHauuje). AKO CMO OJ CBUX OBHMX jel-
HayuHa y3esau jemHy onpebeHy, oHpma Tpe6a moceGHO MCIOUTATH
Koja Ccy OX pellerba jegHauuHe (5) MCTOOOOGHO U pellewa U3a-
GpaHe NpMMUTHBHE jeJHauuHe Koja je oOyxBaheHa jemnayntnom (1).

ITpumep 1. [lata je jemHauuHa:

3 5 7
Vz=1+yz+2=y22+1,
[lpema ropwem, MUILIEMO CHCTEM:
Li+t,=t,,

3
z—-1=t,
z+2=t,
22+1=¢.

OsBne ce, jemHa 3a Jpyrom, Mumajy H3BDLUHTH TPU eJlH-
MHHaLuje.
Mpunmep 1l. Tlonasehku on jemHaunHe

3 6
Vz+2-y22-1=yz+2
M cTaBibajyhu

6
Vz +2-=t,

6
VZz— =t2,

OunroBapajyhu cuctem (2) ruaacu:
t 22+ttt 3t =i+2,

224-z—1=t,2,

z+2=t,3.
AKo t,2 u3 Japyre jeqHauWHe YBPCTHMO Y NpBY, LOOGHjamoO

4L[(2+z-1)ta+22]+ty=i+2.
W3 nocnenie jenHauuHe M jeqHaynHe
224z—1=t2

JaKo ce cana eaumunuuie #y. OcTaje jowr na ce M3a TOra eJMMHHHLIE f,y.

Topumen 360pHAK 10
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Jo6uja ce cucrem:

2 3

L-t=t,
6

2+ 2 =1y,
22-1 =t;.

Ospe TpeGa u3BpPiUMTH IBe eluMuHauuje, Ma 1a ce y
JaToj jeXHAUMHM jasibajy Tpu KopeHa. Yomiute, 6poj enuMuHa-
uuja cmambuhe ce yBek Kala uaMmeby nonuHoma P, (z) noctojn
pesauMja o0JMKa

Po =2 Pp
(o, p=uenu mo3uTHBHM GpOjeBM <_72; h =Ma KaKBa KOHCTaHTa).

2. Katkana je monecHuje na ce popmupa Hajupe jemHa-
YvHa IO jeIHOM OJ mapamerapa #,. [lobumo ox cucrema pecu-
Hucanor ca (3) u (4) ¥ eiumuHauujom o0Opa3dyjMo jedHAYUHY Y
Kojoj he on mapamerapa

ti)t?.)"':tn

¢urypucatu camo jemaH napametap, peuumo f,. [lo cebu ce
pasyme, na hemo ce mpu u360py MNapameTpa f, 3aJpxaTu Ha
OHOM KOju je Hajmonecidjd ca riaefuilra npakTuyHocTu. [lakie,
aKo ce eJdMuHULIEe Z U napameTpu:
[1; t2r- sy ly=ly tv+];_-- (%) tll:

noOuja ce jenqHauyuHa

: Q5 ()= (6)
rae je Q, MOJIMHOM IO f,.

bynyhu ma cy z u t, Be3aHu penainujom

P,(z)=13", (7
peluaBame jegnayune (1) cBoIM Ce Ha peliaBatbe jegHayuna (6)u(7).
Ako je mnorpe6HO (bopmMHpaTH jellHAYMHY MO Zz, OCTaje
jowr ma ce u3 jenHauyuHa (6) u (7) enumunulle f,. Y cayuajy
Kana je: :
P,(z2)=Mz+N (M, N =1Be KOMMJIEKCHe KOHCTaHTe)

wmamo Tschirnhausen-osy TpaHcdopmauujy M Taza ce
enMMMHaUMja mapameTpa f, MOXKe WM3BpLUMTH, Ha npumep, Her-
mite-OBUM NOCTYIIKOM.

3. Mocmatpajwo oner - jexHaduHy (1) ¥ NpeTnOCTaBMMO caja
na KoeduuujeHTd noauHoma F v nonutoma P, (P, = QyHKuuja
peajHe MpoMeHJbUBE Xx) npunajajy o6JacTW peanHux Opojesa.
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Tama ce nop,

Py
VP, (x) (P, (x)>0)
nojpasymeBa Camo MO3UTHBHA BPEIHOCT KOpeHa.
Ja 6UCMO y OBOM CJyuyajy pelliuid je[lHauuHy

( By st e Baoi
72 x;\(/p17 \/Pz’---;\/Pn =O) (8)
TpeGa MPeTXOAHO peluTH jegHauuHy (5) 1 MCOMTATH KOJU O

KopeHa (peluetba) 3aJ0BOJbaBa jedHauyuHy (8) umajyhuy Bumy na
Py

Kopenu P, (x) umajy moMeHyTO 3Hauetse.
Y3mumo, Ha mnpumep, jefHaAUUHY

e RoyE o 9)
Opnrosapajyhku cuctem riacu:
x=t,
rlel
ti+t,=t.

EnvumuHauujom mapamerpa f, U3 NOCIHeNthbe JBE jefHaunHe
Hallasu ce: :

(-t =x+1,
Wiy, y pa3BujeHOM OOJIMKY,

b3t 23t it (- 11=0, (10)
OBa jeguayuHa, ¢ 063MpPOM Ha jelLHAYMHY
x=ti’ (11)

no6uja MpoCTUju BUL:
t-xt; +3x6,+(1-2x)=0.

Enumunauujom £, u3 wocielme jeqHayuHe M jeIHayuHe
(11) Hanasu ce

I.—% 3x 1—2x 0 0 0 |=0.
(g G5 3. 1+2%x 0 0
00 1 —-Xx 3x 1-2x 0
gl 0 1 —x 3x] 2%
1550 0 0 —X 0 0
O] 0 0 & 0 —-x 0
0 0 1 0 0 0 -x

10*
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Ocraje jowr jga ce pa3Buje HeTepMUHAHTa Koja (urypuine
y nocienwoj jeLHauuHu, Ja ce pellld Tako HoOHMjeHa jelHauyuHa
D (x)=0 u pa ce nposepu Ja au meby reHum pewermuma x; >0
MMa TakKBMX KOja 3aJ0BOJbaBajy NpUMUTHUBHY jenHauuny (9).

[a 6ucmo pewman jemHauyuHy (9), MOXeMO MOCTYIOUTH U
Ha OBaj HayuH.

M3 (10) u (11) enumunaumjom x, noGuja ce
o8 L2 - 1D (12)
Pewemwa jennauyune (9) Hanaze ce mehy BpedHOCTHUMA
x=t; (2>>0),

rIe MecTo #, Tpe6a pelOoM CTaB/baTH KOpeHe jenHauynHe (12).
4. Heka je cama para jeqHayuHa

\/P1+i/F_’2+{/P3—i/E.=z+</P5:/E (13)

(P, = nonyHomu mo z).

OBa jemHauuHa, oYyeBMIHO, He cnaga y Tvo (1). MehyTum,
M OBIe MOXe Ja Ce MCKOPMCTH HaBeleHH MOCTYymaK 3a ykna-
tharbe KOpeHa.

CrTaBMMO Hajmpe,
P,=t;,
P,~t;, (14)
P,=t..

Jennaunna (13) moGuja o6GaMK

\,/P1+t2+\,t?,/Pg—t‘_L=z+t6 \5/7)—5- (15)
CraBumO 3aTuUM:
P1+t2=ti»
Py—t, =1, (16)
Pt
Jennauuna (15) ogHocHo (13) Tama mocraje
ti+t,=z+t L. (17)

Axko ce u3 penauuja (14), (16), (17) erMmuHULIY [apameTpH
t,, noGuja ce jegHayuHa

FG (Z) = 0’
rae je Fg MoJMHOM MO 2.
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Yonuirte, ceaka jednayuna

als i el (18)

10e je A amebapcka Pyrkyuja Ha3HaYeHUX apeymeHalla, MOdHCE
ce mpancgopmoBailiu, BPUMEHOM HABeOeHor Hocliyika, y jeOHa-
yuny koja Heke caldpicasailiu z 00 KOpeHOM.

5. HaBemenu moctymak MO)ke ce reHepaaucatu 0e3 Teul-
Koha Ha pernauuje ca IBe M Bulle NpomeHbUBMX. Panu jegHo-
CTaBHOCTH, BaJpxahemo ce CaMO Ha Ciayuyajy JBe MpOMeHJbUBE.
Heka je pmarta penauumja:

Py’

Pz Pn
F\zy,25 VP, VPy,..., VPa]=0, (32)
raie cy P, HOJMHOMU MO
Zi=X,+ipy, Zy=Xp+1iy,,
¥ Tie Cy OCTajle O3HakKe npofymaqeﬂe y Be3u ca jerHayuHom (1).

CraBumoO
Pz, 2.7
( 1 2) v . (20)
v=1,2;...,n).
Jennauuna (19) Tana mo6uja 06.MK
Pz ae bt v ti)ml. (21)

Ms6awuBarbeM napametapa f, u3 jegHauuHa (20) u (21),
no6nja ce

Falz, M z)=0;
rige je F, NOJIMHOM MO 2z, M Z,.

Ha cnmyan Hayun 6GvCMO MOCTYyNuJ¥, ako OUCMO TNOLILIMA
on jexHayuHe o6uuka (18) rme je mecTto

P, (z) craBmeno P, (z,, 2,).
I'maBa pgpyra

6. Y oBOj pacmpaBM XTelM CMO Camo Ja JaMO HeKOJIMKe
npumenGe O TpaHC(OpMauvju M pellasawy anre6apCKux wupa-
LIMOHANHUX jellHayMHa, a Ha TO HAaC je HaBeO OBaj pasJior.

[1. lumunh ckpeHyo Ham je maxmy Ha TO Ja IH-
Tatbe O PpelyKoBawy jemHayuHa obiuka (1) Ha 06IMK

F (z) =0,
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roe je F(z) moauHomM mo z, Huje IOBOBHO oCpaheHo y nu-
TepaTypu. Tom HpuilMKOM CeTMIM cMO ce ynaHka koju je Gino
Loria oGjaBuo Gall no UCTOM NHUTamby?l).

Y -Tome ynanky Loria ce 3ampxaBa Ha upalMOH2JHUM
jelHayuHaMma cneuujannor o6nuKa, rlie Cce IM0jaBbyjy camo
KBampaTHu KopeHu. Yoctanom Loria m nouuse oBaKo:

Dans presque tous les traités d'algébre élémentaire, je
trouve prescrit que ,pour rendre rationnelle une équation algé-
brigue qui ne [l'est pas, on doit la rendre rationnelle a l'aide
d'une ou de plusieurs élévations a des puissances convenables.

Cse jegnayuHe Koje Hasomu Loria ynase y Tun (8), kao
napTuKyiJapHd cayuajeBu. Loria maje mocrymak Koju hemo
OBaKo (hopmyJiMcaTi:

Ila Ou ce peuinna jemua anreGapcka upalMoHaliHa jelHauMHa
f(2)=0 (22)
a Jla Ce npu TOme He y3me y nomoh mnoTeHuupame, Tpeba
oOpa3osaTtu Hopmy GpyHkuuje f(z): ;
N(2)=1 (2)1:02); ... T{2);

rie je s 6poj pas3iMuuTMX M3pasa WITO ca jobujajy us pyHK-
uuje f(z) kKama KopeHMMa, KOju ce y OBOj (PYHKIMjU jaBibajy,
npunmuieMo cse moryhe neTepmnHaun]e (3Hauemwa); ako Mmehy
(yHKLKjama

fy (2) (e=1 2. s
nocrtoje TakBe IBe [, (z) M fu(z) ma je
fu(2) = - £,(2),

Taja Ce jelHa OJ MbUX He y3uma y o03up u 6poj s ce cmamwyje
3a jeuMHULY.

Hopma N (z) je paumonanHa (yHKUMja IO Zz U Heka Cy
theHe Hylle ‘

PRt e (23)

(g =jeman npupognu 6poj).

1) G. Loria, Remarques sur les équations algébriques non ration-

nelles (Mathesis, t. 52, 1938, p. 129—131).
" De Comberousse 3a ykiamame KOpeHa M3 pejauuja npe-

nopyuyje MeTol elMMUHALM]e, AU je TO MUTAbe CaMoO J0TaKao.

Bunetu o ToMme: ;

De Comberousse, Cours de mathématiques, t. IV (Algebre
supérieure, seconde partie), cinquieme édition, Paris, Gauthier—Villars,
1923, p. 560—561.
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JenHnauuna
N(z)=0

ofyxBaTa CBa pellema jarTe jemHauuse (22), Kao M CBe Hyle
yHKiMja

fly fw---,fs
Ofl KOjux je jemHa u cama nonazHa (ynkumja 1 (z).

3a cBako on peuwera (23) TpefGa ucnuraty na Ju je
WCTO.00HO M pelleme jenHadyune (22).

ﬂbumep. Loria je cBOj noCTynaK npumMeHUO Ha jeIHAYUHY:
e 3 AN
VX—4————yx-1=0
ey v (24)

u 3a QyHKUM]y £ (x):

f(X)=\/X‘4——,‘§;_*—‘\/X-I

Vx—4
00pa3oBao Hopmy?)
N(X) =0 — m‘ .
CraBmajyhu
N(x)=0

nobuja ce x=35, 1 TO Huje peluere jenHauuHe (24). Ta jenHa-
yuHa npeTcTaBiba Ipumep anrebapcke jenHauymHe Oe3 KopeHa?).
Toj uumenuuy maje Loria u reomeTpucky MHTepHpeTauujy.

1) Jlpyrom InpuiuKom O Hopzvm' oBe (QyHKuMje yuuHubemo jexHy
npumen0y. Muaue, npuMeTumMo ja je Halue (hopmylucame pesyirara npe-
uu3HUje Hero koma Loria.

2) Loria yucrom unanky npumehyje na HajcTapuje Heso y KoMe je
HaBeleH npumep aJrebapcke jennaunHe Oe3 KopeHa npunaja J. S.
Young-y. To ie: Theory and solution of algebraical equations. 1l u3ma-
ibe TOr jena oGjaBibeHo je 1843. Ha cTtp. 43 Young uutupa jegHayuny

(2x-5+VYx2-7=0

Kao mpuMmep airebapcke jemHaunne 6e3 KopeHa. Ako ce, mpema Loria,
oOpa3syje N (z), noduja ce:

3x2-20x+32=0.

MebyTum, obanBa KopeHa Te jefHauuHe 3al0BOJbaBajy jeldHAUUHY

(2x—5)-1x2=7=0.
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7. ¥V npenaBawuma J. KapamaTe?!), y Beau ca ykiamwa-
HbeM KOopeHa M3 jeHauuHa, CTOJU:

»Y KOIJIMKO Cy M3pa3u ClloxeHUju U Opoj kopena Behu, Ha
npumep, ako cCe y HeKOj jelHayuMHM O], Hajmarbe TpU uYjaHa?)

Hanaze 1OJa n-Ta KopeHa (n>>3), Taga ce elleMEHTapHUM
nytem (Ge = npumeHe KOMIUIEKCHMX O6pojeBa) OBMX KOpeHa He
MOXXeMO OC.. "00IuUTH".

Haopep je mokasaHo Ja NOCTOjM M JPYyrud NOCTymaK OCHM
OHOT KOju rope npepjaxe y npegasatbuma J. Kapamara. ¥
CTBapu MmocTynak M3 mpefaBama J. Kapamarte kao u oHaj o
kome rosopu G. Loria jecy y OcCHOBM jeIHO HCTO.

BpenHo je komnapaTMBHO NPOYYMTH TMOCTYIAK KOjU CMO
HanpeJq, ynoTpeOuJiM U OBaj Ha Koju cy camo ynyTtuiu G. Loria
nJ. Kapamara.

8. INpumep. Y3mumo jenHauuHy:

VZ=yZii+l. (25)
Ilpsu Goc@iyfiak (eneMeHTapaH).
[locne musama Ha ky6, Uma ce
z=(z+4)Vz+1+3z+4,
i 5
—2z-4=(z-4) Vz+1.
[Nomuzawem Ha KBaJpaT Hanasu ce
22+528+82=0.
Upyw docmyiak (Loria—Kapamara).
[Tobumo ox PyHkuuje
f2)=yz —\zFi-1,
1) J. Kapamara, Amebpa I, npBu neo, beorpan, Hayuna kwura,

1949, crp. 15.

2) OBje ce MUCJH, BalbJla, Ha NpUMep HA OBaKBe jeIHauUHe:
3 5
Vx-T—x=\x2+1,
Bt 7"
Vx +x2—x=yx2—1

HJIH MOXJa CaMO Ha OBakKBe:

5 . 5
Vx—T+Vai+l=x2+x—1.
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1 06pasyjmo
f,(z)= i/3+\/z_3r_l—-1,
Gl S et
fy(2)=eVE +yZTI-1,
fuz) =<t VZ —VEFT-1,
f(2)=e\Z +yZIT-1,
rue je e
8=—1+21\/_3.

Hopma dyukumje f(z) je oBme:
N@)=f-f,-fH-f-f,- ;.
_Nocne muoxewa u cpobewa, Bomehn npu TOmMe pauyHa
Ia je
e2+e+1=0,
no6buja ce :
N(z)=2z*+52>+8z.

Pesysrar je carsacaH ca oHUM Koju je rope no6ujeH, HO
IpuMeHa OBOr [MOCTYNKa CKOMYaHa je ca eJleMeHTapHUM, alu
3aMeTHUM M3pauyHaBambHMa.

Tpehu bociiyiiak (MeTOJL elTVMMUHAILU]e).
CraBumo

3
\/E'_“tl;

VZ+1=t,;
Taja UMaMoO CUCTEM
~ 2= £, ' (26)
z+1=t3, (27)
ti=t,+1. (28)
Enumunaumujom £, mo6uja ce
z2+1=(t,-1)%

T} :
Z-=t1—2t1. (29)
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M3 jennauuHa (26) u (29) Tpeba ejuMHMHUCATH joLlI f,.
Jennauuna (26) mo)Xe ce HamucaTu ¥ OBAKO:

z=1;
zZ= tf-tl,
na je Ha OCHOBY (29)
z=(z+2L) 1. (30)
Ako ce capa u3 (29) n (30) exumunuiue ¢, no6uja ce:
2+52°+82=0. : (31)

Ilo pewema jenHaunHe (25) moxe ce u oBako jpohu. Axo
ce M3 jeJHayuHAa

2t
z =1
eJIMMUHULIIEe Z, uma Cce
12 2428 -0,
ojgaklie Ce Hajlaze KOpPEHU

17 \/7
0, S
C o63upom Ha
z=t
peluema 3a z jecy:
S (32)

a TO Cy pelleiba jegHayuHe
22+522+82=0.

Ocraje jomr ma ce ucnoMra ga JM Cy HaBeleHa pellerba
(32) saucra peluerba jefHauyuHe (25).

[Hocnenwu noctynak uariena HajumojpecHuju. [1pBu ce moxe
YIOTpeOUTH Camo y BpJO M3Y3eTHUM NapTHKyJapHuUM Ciyuaje-
BUMa, JOK je mocienmwu (Tpehu) mocrymak ynm‘peﬁms y cBUMa
ChyyajeBUMA.

9. On uHTepeca je nyGJse NPOYYWTH OJLHOCe usmeby npu-
MUTHBHe jenHayuHe (1) U meHOr TpaHC(opmaTta (5); UCTO TaKo
onHoce usmeby npumuTuBHe jenHaymHe (18) M HbeHOr TpaHC-
¢dopmara.
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Tako, Ha npumep, OJ, MHTepeca je Ja ce ojpenu crenen?')
' TpaHC(hopmaTa y 3aBUCHOCTH O1

pl) p?""lpll
U CTeneHa

‘71, qg:---:‘]n
PECIEKTUBHUX TMOJUHOMA

PI)PZ:"')PH-

Ucto Tako, BpegHO 6u OUIO HaBECTH KapaKTepUCTUYHE
ciy4yajeBe, ocum Beh croweHyTuX, y Kojuma ce OpoOj eqMMHHA-
Mja cmamyje. AkO OU Ce MOrao Y[IDOCTUTH HaBeJeHU alropuTam
KOjuM ce [oJasW LO TpaHC(opmaTa NPUMHUTUBHE jeIHaynHe, TO
6u Takobe HpeTCTaBibajlO M3BECTaH UHTEpec.

Mu ce oBne Hehemo GaBUTU rope HaBeIeHMM IUTaHUMA.
Ha mwux camo yayhyjewo uurtaoua.

Fnaga tpeha?)

10. ¥ oBoj rinaBu wuaioxuhemo, neTalbHuie U NOTHyHU]e,
pesynraTte HaBeleHe y §4 oBe pacnpase®). YBeoumo Hajnpe
HeKe O3Hake.

CioBa:
a ’ B b )1 k]
(11, a2’ ’ a(x E]
b1’ bzy ] bp 1

Lo o

03HauaBajy ueae NMO3UTWBHe Gpojese.

1) J. Ynuap npountao je oBy pacnpaBy y pyKONucy U NPUMETHO
je clenehe: i

[TocraBmenu npobaem na ce Hake crened TpaHcopmaTa jeIdHauMHe
(1) BepoBaTHO Huje NaK, jep je peluerme Tor mpobiema u 3a v=1 [Bugertu
jennayuny (1)] npuiMyHo KOMNIMKOBaHO. 3a Taj HajjeHOCTaBHHWjM Clyyaj
peliethe je cagpxano y mnBa Minding-oBa npaBuja Koja je UCIPIHO
n3ieo E. Netto y cBojoj anreGpu: Vorlesungen iiber Algebra (Teubner,
Leipzig), Bd. 2, 1900, S. 49—60 (§§ 369—375).

2) OBa r;naBa nojaHa je HaKHaJHO, IUTO Ce YOCTaJOM  BHIM U U3
KOMNO3HIKje caMe pacnpase.

3) J, Kapamata u M. Tomuk npountanu cy, npe WITaMiarma,
OBY pacnpaBy, Ha ueMy UM je nucay 3axsanad. [lojg cyrectnjom Kapa-
MaTe pejnurosaHa je tpeha riama.
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O3Hake:

Lag Larass b

NpeTCTaBJbajy esNemeHTapHe!) anreGapcke (yHKIMje KOMILIEKCHE
NPOMEHJbMBE z, Ca MPOM3BOJHHMM KOMMJEKCHUM KOeULHMjeHTUMA.

O3sHake
M ML)
RP M, M,,...)
(r=a,b,...,l; v=1eo mo3uTuBan 6poj)

npeTcTaBlbajy pauuoHaiHe (yHKUMje Ha3HAYeHUX, aprymeHara y
KOMIIJIEKCHOM TIOJpYYjy.

11. [locmaTpajmo aare6apcky jemHayuHy
A(2)=0 (33)
y kojoj A (z) uma 061uk*)

A(z)=R(z,al\//Tl, z/zsz,..., \714—q) (34)
roe cy ¢ynkuuje A, (z) meduuucaHe uspasuma:
by by bp
-7\ VB, VB, VB ©3)
(v=12:...09).

dyHKumje
By (2) (=12, ...,B)
Koje ce jaBibajy y ¢opmyinama (35) neduHucaHe Cy U3pasuma:
a ¢ °Y
By= RO %, VG, V. VG|
(v=1,2;50 B)s

1) [Mon enemenTtapHoM anre6apckoM (yHKUKjOM NOJpa3yMeBa ce
u3pa3 o6pa3oBaH onepauujama cabupama, OJLy3uMarba, MHOXEa, Jelberba
¥ CTeNneHOBawa palUOoHaJHHM OpojeM Koje cy usBplieHe, y KOHayHOM Opojy,
ca NpOMEeH/bUBOM Z.

2) VBobeweM nojma peda anrebapcke upauudOHauHe (yHKLMje, yHe-
KOJIMKO Gu ce japyrojaye ¢opmyJucalle yuibeHulle JaTe y OBOj pacrnpaBu.
O Tome mojmy BHaeTH, Ha npuMep, M. Tuxomannpuuku i, Kpamkik
kypcv Bovicutel aaiebpot, Xapkos, 18817, cTp. 3—S.

(36)
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dyHkuuje
CV(Z) (V=],2,...,Y)

Koje ce jaBibajy y ¢opmyinama (36) meduHuCcaHe Cy, Ha aHalo-
rMYaH HayuH, nomohy ¢yHkuuja

D, (2) (v=1,2,...,9).

lMponyxyjyhu Tako, mpeTnocTaBUMO Ja Ce Haj3aj LONasu
10 anreGapckux (yHKuUMja

Koholur ,:}LT ) &0
(r=1,2, 0.0, %)
rge Ccy
L,=R?(2) (38)
sl 2 o

pauuoHanHe (yHKUUje NPOMeHbUBE Z.
VBenumo mapametpe #,, nomohy ¢opmyna

A=t} (39)
(v=1,2,..,0)
Tama jemnauyuna (33) nocraje:
Rzt boi-iita)=0: (40)
CraBumo pame
B, -t (41)
(v=1,2,..,B)
Penaumje (35), npema (41), no6ujajy o6iMk:
A= RO (2, tis t5,+ - - v 125)- (42)

Axo ce jmoBeny y Besy penauuje (39) u (42), nonasu ce
0 HOBHX peJjauuja: :

R, ), 5 i) L (43)
v=12,...,a).
yBeHMMO caga HOBe IapameTpe tyc UOMOhy B€3a
! ts: (44)

=12, .5, vY)
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Tama penauuje (36), Ha ocHOBY (44) u (41), moBome no
OBHX peJauuja:

Rgb) (z’ tlc 3 tzc g0 eey th):tig (45)
(e=1,2,...,8)

[amom nmpuMeHOM HaBeLeHOr IMOCTYMKa IO0Jasu Ce Haj3al
10 penainuja

Kv= ng) (Z) tjl, tgl,---,t}_l) (46)
(v=1 2,..., %)
L,=RY (z) =t (47)

=12 . 0
12. HaBenenum noctynkom ¢opmupaHe Cy OBe jenHayuHe:
R (2, tias Liny s iloa ) =05
ROG. Lo s, i) e
(p—1 2000 wa)s
RPNz tiostie o bre) BbE
(a2t e
......................... (48)
Rz, titsta, 2o, t0) = 12
(=2 i)
R (z) = tvzl,,
(=l 2 e
Cucrem (48) cacroju ce u3 N jenHauuHa, rjae je
N=1+a+B+=+-«+2A.

Y cuctemy (48) mojaBmbyjy ce mapameTpu fp, KOjux uma
Ha Opojy i
N-1.
[TowTo cy

i Ry
pauuoHalHe (yHKIUje, MOKEMO CTaBHTH

R=£ R(.“)=i£'u)

b
Q QW
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roe cy
P P QR

MOJIMHOMM O aprymeHTUMa Koju he Huxe OUTH Ha3HAYEHMU.

Cuctem (48) Tama poGuja 06GJMK:

P(Z, tl”’ tga;---, t(xa) 20;

U, 0, ot )= L 092 iy sy - Bs ) =0
(=il 25 )

b
P{, ] (Z» t1c, tzc; SN th) g t,,bl,v Of,b) (Z; zL10, tzC: ceey th) =0

Bt i b)) - OB (2, 1 G e ) =0
(v=1.2 . ks
PRt 08 (2) =0
' a2 )

13. CtaB. 1° CBaka amebapcka jednauurna (33) moouce ce
cgeciiiu Ha 00.uk

T(2)=0 (50)

20e je T (z) doaurom @o z.

2° To cBohemwe mooxce yBek Oa ce u3Bpwu G0 OpuHyudy
eaumunayuje: u3 N jeonawurna (49) dmpeba eaumurnucamu (N—1)
aapamemiana tpg.

14. Wsnoxeun anroputam 3a opmupambe TpaHcgopmaTa
(50) aare6apcke jemnauute (33) moxe ce, y BeJukom Opojy
clydajeBa, 3HaTHO YNPOCTUTH.

[lpo6remaTrka Ha Kojy je ykazaHo y § 9 oBe pacnpase
fOCTaje joll MHTEepeCaHTHM)a, Kajga ce y3amy y o03up pesyaraTtu
13 OBe mocjeime TJase. :

MaTeMaTHUKy MHCTUTYT
Vhusepauteta y CKONbY Anpuna 1949
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M. C. MUTPUHOBUY
Ob WPPALIMOHAJIBHBIX YPABHEHUAX
(BvtB00)

Paccmorpum ¢ynkuuio A (z), z=x+ip, onpeleleHHy0 ClIeLyOLIUM
CcnocoGom

az

A(z)=R(z, Vay, Vay ...,V A«

’

rae:
1° R siBAsieTcs palMOHalbHOH (DyHKUHeH LUTHPOBAHHBIX apry-
MEHTOB;
) 2° @y, Gy,....Qc —1leJbl€ NOJOXUTENbHbIE YHCIIA;

3° Ay (v=1, 2,...,a) aBastioTCs (PYHKUUSIMH OT Z, ClelylolieH
(QOpMBI:

{ bl_ by bﬁ____)
A =R\ VB VB VB

OG6o3HaueHuss B nociaejgHeil Gopmyne CXxOXHbBI MpeJIECTBYIOLHM
o6o3Hauenusm (I).

IIpennonaraem, HaKOHEL, 4TO

L b i
KV = Rf’k)(z’ V Ll) \/LZQ"'~ \/L}\.)

=152 55 %),
rae
Ly = R @)
W=1;2:.5%)

() e :
T e Rv (z) s1BASIOTCS pauMOHANbHBIMH (QYHKUHSIMH OT Z.

Ecnn BBemeM napaMeTpbl fpg NpH NoMoOLH HOpMynr:

NPpUXONUM K CledyroueMy 3aKIoYeHHio:
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Kaxmoe anre6paunyeckoe ypaBHeHHe
A (2)=0,

B KOTOpOM ¢GyHkuHs A(z) onpeneneHa Bblie yKa3aH-
HHIM cnoco6oM, moxeT ObTb NpeoGpa3oBaHO B ypa-
BHeHUE

P (2)=0,
rne P(z) nolMHOM NO Z.

9To npeob6pa3oBaHUe BCerna HCHNOJIHHMMO BJIUMH-
Hauued mnapaMeTpOB 1Ipg, BBEeILEHHB X NOKAa3aHHBI M
cnocobom.

D. S. MITRINOVITCH

SUR LES EQUATIONS ALGEBRIQUES NON RATIONNELLES?)

(Résume’)

Notations.

10 OB o Ny
al: az, ’ aa ’
bly bz: ;) bg H
l],‘ lz, ) l}

désignent des entiers positifs;

20 Al) Az,-.-,Aa;
Bb Bm pr,
Lisils syl

sont des fonctions algébriques élémentaires de la variable complexe
z=x+1p,

c’est-a dire des fonctions de z qui se forment en effectuant sur z des
opérations algébriques élémentaires, en nombre limité;

30 R(er MZ:-“- Ms)r
RMMy, M,,..., M)

avec
p=a, b,...,1

(v, s=entiers positifs),

1) C’est un résumé de 1’étude O algebarskim iracionalnim jednaéinama, écrite en
langue serbe (voir pages précédentes de cet Annuaire).

Topauies 360pHAK 11
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sont des fonctions rationnelles des arguments

M, M...., Ms.

- L. Les notations indiquées étant adoptées, considérons P’équation:
algébrique 3

A (2)=0, 1y
ol la fonction A (z) est de la forme
a; as g
e = 2
A(z)=R(z,\/A,,\/Ag,...,\/Aa), s
les fonctions Ay (z) étant définies par les expressions
b b bg
s — 3
Ay (Z)zRga)(Z, \/Bl: \/BZ"“: \/Bﬁ ( )
(=152, v

Les fonctions
BV(Z) (V=], 2’~'-)B)

intervenant dans les formules (3) sont définies par

¢ e Y
P Bt o »
(=1 22i058):
Les fonctions
Ci (2, C,(2),...,Cy (2),

qui interviennent dans les formules (4), d'une maniére analogue, sont
exprimées a I'aide des fonctions

Dy (2) (V=112 +78):
En poursuivant ainsi, on arrive, par supposition, a
h l h
— — S
Kv=Rf,k) Z,\/Ll, \/sz--, VL}.)’ &
(V=]y 2, "7‘”’))
oll

w=1,2,..52);

R étant des fonctions rationnelles de la variable z
Introduisons les parametres £y, a l'aide des formules
Ay =1y (M
(v=1,2,...,«)
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L’équation (1) devient alors
R (2, tia,ta,-. ., taa)=0. (8)

En posant ensuite

Beat,l ©
(v=i, 2 -0 B)
les relations (3), d’aprés (9), prennent la forme suivante
Av=RD(z, t15, t:0,...,tps). (10)
Si I'on met en correspondance les relations (7) et (10), on obtient
REV G5 0n, o, tpe) =) (11)
(=1 2,...,q).
Introduisons les nouveaux parametres fyc par les formules
Cv=t.” (12)
(= Lk 2Ny
Les relations (4), d’apres (9) et (12), conduisent 2
RO heteni Byt (13)
(=120 5B).
Par application du méme procédé, on arrive enfin a
Kv=R® @z, ti1, tat; - 5 430) (14)
w=1,2 . .,%);
Ly=RY (=27 (15)
(W=17255,8).

Les relations (8), (11), (13),...,(15) forment un systeme de N
équations, avec

N=140+48+-- -+

Dans ces Nrelations figurent les parametres #pq dont le nombre est(N-1).
Puisque R et Rf,'u) sont des fonctions rationnelles, on peut poser

P

- =—Q—’ (16)
p®) \
R(P)= v
L£ Q(P) j
v

ou R 10, PS“),OT) désignent des polynomes en arguments qui seront
iudiqués plus bas.

11%
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D’aprés (16), le systeme de N équations, mentionné plus haut, prend
la fcrme suivante:

P (z, tia, tsa,....taa)=0;
PO (2, t5, ta, ..., tas)~t 2 Q@ (z, tis, b5, ..., tas) =0
(v==15:25 0 a)s
b
Pgb) (Z, tlc' tzc,--.,th)-—tv; Osb)(z) th, tzc,-..,th)=0
(v=1,2:..,8);

k
POz, 4y, tyr v )t QP 2 i, 6 60)=0
(v=1,2 ..., %);
L
PP (2) -1,700 (2)=0
(r=12,...,1).

Les faits précédents donnent la possibilité d’énoncer la:

Proposition. Toute équation algébrique (1) peut étre transformée
en l'équation
T(2)=0,
oi T(2) est un polynome en z.
Cette réduction peut étre toujours réalisée par Uélimination des
(N—1) parameétres tpq entre les N relations (17).

II. Notre étude, écrite en langue serbe, contient aussi, en dehors
des résultats précités, de nombreuses remarques relatives a des équations
du type (1) dans le cas ol la fonction A (z) a une forme moins générale

ue celle considérée dans ce résumé. Ainsi, par exemple, nous avons
atudié particulierement I’équation

pn_ p Pn‘«)
F z,\/Pl, \/P27 -'7\/PII =07

10 F désigne un polyndome en arguments indiqués;
20 py, ps, ..,pn sont des entiers positifs;
30 Py, P,,...,Pn sont des polynomes en variable complexe

z=x+iyp,
les coefficients de ces polynomes étant des nombres complexes.

III. Sans difficulté, on peut étendre le procédé employé a un sy-
sttme des m équations algébriques en

N e
ol i
Zp=Xp+ Uy
k=1, 2, ..,s),

ces équations algébriques étant du type (1).

A la fin, il faut noter le fait que dans la littérature mathématique
nous n'avons pas rencontré le probleme sur la transformation des équa-
tions algébriques non rationnelles traité dans toute sa généralité comme
nous |‘avons fait ici, et c’est seulement grace a cette circonstance que
nosu publions ces remarques sur le probleme en question.





