T2 II. Murpunosuh: (24)

yCioB (35) je 3a10BOJbeH W KOPECHOLEHTHU WIEHTUTET Fracu

3-1+8-4+---+(5n-2)(3n-2)

E—;—n(2ﬂ+l)(5ﬂ'3).

§ 20. IlpoGuem duje cmO IeIMMUYHO pelliebe Jald Y
npeTXoNHOM naparpay (§ 19) mocraje yTOJIMKO TeXH YKOIMKO
je Opoj uHUIMjaJHUX Tporpecxja Behu, T|. 6poj p (BuugeTtu § 7)

Ha oBome mpoOiemy Hekewo ce Bullie 3aapxxaBar 4.

[JIABA LPYTA

O JEILHOJ JEMHAUYMHU CA KOHAYHUM
IIVPEPEHLIV]AMA

.

§ 21. [locmarpajMo UIEHTUTET
(36) x(x+1)(x+2)...(x+n-1)
ECIt o v e
(n=1ueo nosutuBaH OpoJ).
N. Nielsen?, xenehu na Bexe Opciee
Cr- e 1)
O0<p<n)

3a MMe maTemaTuyapa® KOju je pBv yBuJ€0 3Hayaj TMX Opojesa,
HasBao je Gpojese Ch Stirling-oBum GpojeBuMa dpse Bpcilie.
[pema necunuoHoj jenHakoctu (36) moxe ce pehu: na

D )Moryhnmx npousBoja Popmu-

je 6poj Ch jemHak 36upy (n
panux ojn OpojeBa
R IR o s Ty B
NOJ YCIOBOM Ja CBakM MPOW330J ¥Ma p pPasHUX YvHHUIIZlA.
Bpojesu C% jecy uenu mo34TUBHU GPOjeBH.

1 N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion,
Leipzig, 1906, S. 67.

2 J. Stirling, Methodus differentialis. London, 1730, p. 11.



(25) O Stiirling4osum Gpojeruva 13

N. Nielsen?, nonaseku on ugentutera (36), usrpamuo je
Teopujy Stirling-osux GpojeBa Ha OCHOBY Oorare JUTepaType
¥ CBOjUX BJACTUTHUX CTyAM]a O Tum GpojeBHUMA.

Ch. Jordan o6jaBuo je, 1933 rojuHe, jeqHY MOHOTrpa-
ujy* o Stirling-oBum OpojeBuma, nosiazehu ox UIEHTUTETA
' x(x-1) (x-2)...(x—n+1)

e SRR Gyl g8y

Kacnuje, 1939 roputne, Ch. Jordan o6jaBuo je jenHo
OOMMHO [eJO® U3 payyHa Ca KOHauHuMM [audepeHuujama y Kome
je BelMKa Haxmwa InocseheHa Teopuju, XUCTOpPHU]jaTy U NPUMEHK
Stirling-oBux OpojeBa.

Hagelrhemo jour oBe uumbeHuie npema Jordan-y:

1° Stirling-oBu GpojeBu S, 3am0BOJbABAjy PEKYPEHTHY
penauujy

(38) S =Syt -nSn,

a TO je jegHaydHa ca KOHayHuM nudepeHUrjama.
2° Pewerme jexnauune (38), y omnwutem ciyyajy, Huje Mo-

3HaTO, alu noJjazehu o
0 1
S =02 S,

MOT'y ce u3pauyyHaTH, jelaH 3a apyrum, Stirling-oBu OpojeBu
S» . Ha Taj Haunn moryhHo je cacrtaBuTu Tadiauiy OBMX GpojeBa.
3° Peuewa jenHauvHe (38) mata cy ¢opmysiom

aFod il [k 5 " s acantfyiy

37

rue cy koe(uuujeHTu
Koo (p =02 e e =)
neduHUCcaHM MOMORY jeIHauMHe ca KOHayHuwm udepeHivjama

Km—H:p +'(2m“P+ 1) (Kmy p+[<rlly p—l)zU-

1N. Nielsen, y nomenyrom geay, Ha ctp. 300—320, mao je
6ubamorpacku MHIEKC y KO Cy ylule cBe cryjiauie o Stiriing-oBum
6pojeBuma, objaBibene po 1905 romune.

2 Ch. Jordan, On Stirling’s Numbers (The Tohoku Mathematical
Journal, Vol. 37, 1938, p. 254—2178). — V oBoj pacupaBu makapcku maTeMma-
Tyap Jordan ckynuo je pa3nuyute nossate ¢gopmyie o Stirling-oBuv
6pojeBUMa U U3BEO HEKOJIUKO HOBUX.

3Ch. Jordan, Calculus of Finite Differences, Budapest, 1939,
654 crtpane. — Bupern Hapauuto cTp. 142—168. OBO je neno namnucaHo
c o03upom Ha HOBe pesyarate o Stirling-oBum OpojeBuMa KOju cy
oGjaBbenu po 1939.



14 JI. Murpunosuh: (20)

PemaBame jenHauuHe (38) 3aBUCH O] MOCJe/ihe - jeHaulHe
yyje pellere y ONIITEM Ciydajy Takohe Huje MO3HaTO.

§ 22. Tlonasna Tauyka Hallle MeTOJe je UILEHTUTeT
(red)itr—2)idx=3)0. 2 L—n) '
(39) =17 — Op x4 D}, 42— P} 1
et (= DD E 4 s (= 1) Dy,
Ynopebewewm umentutera (37) u (39) monasu ce Lo penauuje
(40) DT = sl V8 LT
KOjoj ce MO)Ke JaTu u oBaj 06JUK
Sa=(-1)="d;7.

Taxo, Ha mpumep, UMamo:

@, =-Sni1,
o5 ol i
D}, = - Shiss
&= Si,
@} = - Shis.

Yomnuure je
e D= Sht L
Ynopehewem umentuTeta (360) M (39) moGujamo penauujy
(41) Dy = Cria. :
W3 pecunuiyone copmyie (39) usnasu na je 6poj
9 , (n>m>0)

36Mp CBUX mNpou3Bojxa (opmupaHeX OI 7 NpBUX OpojeBa NpH-
pOIHOT HH3a

Lyl ptuestaii
C THM Ja CBaKW NMPOU3BOL CAAPXH m pasHUX YMHUJALa.
BpojeBn @} jecy ueau mosuTUBHU GpOjeBH.
HemocpemHo Mo)kemo HamucaTtu oBe IBe hopmyle:

L]

,,=7n(n+1),

Dr=n!.
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§ 23. bBpoj @} neduHucaH je M3pas3om:
DRE (1821345 -4l
Ll e itie- 1120

[locnenmwu u3pa3 moXxe ce OBaKO TPaHC(OPMOBATH:
Di=n[1+2+---+(-1)]
+(n-1)[1+2+:--+(n-2)]

¥ Haj3am
42). DLen®) 1 +(n-1) Dy o+ +2D;.
bynyhu na je:

O = (1-1)n,

O} 2= 5 (1-2)(n-1)

¢opmyna (42) nocraje

(43) DD e 21 2:.324 < H(n-1)0t.
. Y § 9 usBeau cmO_MIEHTUTET

(44) : L e e

Ell—zn(n+1)(n+2)(3n+5).
lpema (43) u (44) moGujamo neuHUTHBHU OOpasall
(45) q>i=2%(m Lin(e+ 1)(B3n2).

§ 24. Bpoj @3 nedunnucan je uspazom

S el 2301 2.4 e 152 )
+(1-3-4+1-3-5+:--+1-3-n)

+(n-2)(n-1)n



76 II. Murpunosuh: (28)

'KOMe Ce MO)Ke naTu 001K
@5 = a2 41 34 g 2)f—1) ]
+(n-1)[1:241-3+---+(n-3)In—-2)]

e
+0-:2-1

W Hajsag, ,

(46) DD D e 43D

13 copmyrne (45) cruenyje:

4o S =21—4(rz—‘2)(n—1)n(3n 1)

D2, - 21—4_(n¥ N (n-2)(n-11(3n-4),

Do 152,
Y3sumajyhn y 063up nocienme o6pacue, Halaszumo
(47) 24®@5=1-2-32-8+2-3-42.11+3:4.5*- 14
; +.aoa(n-2)(n-1) B2 (3RETY,
[TpumeHnom pesyirata HaseneHux y §§ 1T 14*12, pobujamo

neduHuTUBHM OOpasaly

(48) @i-=£—8112(n+1)2(n—1)(n 20

§ 25. VYuunuhemo y oBom naparpady jeqHy majy Iurpe-
cujy, Haume nokaszahemo K#KO ce e(eKTUBHO IpUMelbyje NOCTYy-
nak u3 § 6, aiM HeLUTO M3MerbeH, 3a u3payyHaBatbe 30upa

(49) 1.2.32-8+2-3.42-11+---+(n-2)(n-1)n*(3n-1).
Yamumo uspa3s
—xny3n__]
(50) g2, 0) = i1
U GopmupajMoO MIEHTUTET

gEl-’-XVB—'-x?yG-’-"" _,_xn—ly3n~3'
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O Stirling-oBuvm 6pojeBuMa 17

Hpema TOME MOXEeMO 06p33OBaTM U OB€ WUIEHTUTETE:

%f_ 3 6 A i n-2 p3n-3
5= +2xp°+ -+ (n—1)xn-2p3n-3

08 6 9 L g
5;:1.2.); +23-xy *"'*(II—Z)(IZ—I).X” 3J)3” 3’

ey
L=}»12110—V(y sz)
=1-2.-8+2-3-11lx+:--+ (n-2)-(n—1)-(3n—1) 173,

-

. (x*L)

=1-2.3-8x*+2-3-4-11x%+---+(n-2)(n-1)n (3n—-1) xn-1
G = litr 2 5H)

x>1dx
=1.2-32-8+2-3-4*-11+---+(n-2)(n-1)n*3n -1).

Cana hemo nohu om m3pasa g(x, v), Koju je HeduHUCaH
¢dopmynom (50), ma hemo pesom u3pauyyHaTH

s ote
ox’  Ox2’

Ha kpajy umamo, nocie 3ameTHUX TpaHcdopmauuia,

L H

(x—l)“j—x(xH)=n? (n—1)(n-2) (3 - 1) 4w+
~(n-2)(n=1)(15nr®+10n® - 25n+ 12) x*t4
+2(n- 2)(15n*+10n® —45n*-- 16 1+ 48) x™+3
L2525 N 158 - 195 TO8ud+ T2) xrvte
+n(n+1)(15°—-5n*=50n - 32) x*+1
~n(n—1)(n+1)%(3n+2) x"
~24x*+ 102 X% + 144+ X2,

Ila 6ucmo uspauyHaiu @, y3wMMO M3pa3
S
=2 HY)
7z )
JeduHucan nocienmboM pejauujom U Hahumo

il
lim d_x(XH)'

x—>1



18 . MurpunoBuh: - (30)

[Towrto mect nyta ysacromie npumenumo L'Hospital-oBo
NpaBWjO U U3BPLUMMO MOTpeOHe aireGapcke Tpaﬂcq)opmauu]e
I00WjaMo UIEeHTUTET:

1) 1.2-32-8+2-3-4%-11+---+(n-2)(n—-1)n23n-1)
_an(n+1) (n-1)(n-2).

§ 26. Hampen cmo ussemu gopmyie (§§ 23 u 24):
DL =@+ (n-1)Dpgt - +2D],
DG (-1 DE s+ < +3 DL

Huje Tewko mokasaTu Ja y omwTew Ciyyajy Bpeiu oOBa
penauuja:

(52) D —n D+ (1) O 5+ +m DR
rue je
O0<m<n.

N3 dopmyne (52), koja uma ¢yHIZaMeHTalHU 3HAyaj y
OBOj paclipaBU, MOTy Ce WM3BeCTH, Ha TpUMep, OBU 3aAKIbYULH:

1° Jla 6ucwo uspauyHaau @®p. HEONXOLHO je NMPETXOLHO
uspauyHatd @7 ', WTO y KkpajtbOj aHaNM3M 3HAYM Ja TNPETXO-
IHO TpeGa M3payyHaTH

1 2 m—1
Dy Dy, Py 5
2° @7 je moiuHOM IO n2 CTeneHa 2m.

§ 27. Axo caja mpUMeHMMO OCHOBHM oO6pasal, (52) sa
uspauyHaBambe @, UMamo Hajmpe

DEn DS (1) DS 2o 64 W4UDE
OBa jemnakocT, ¢ 063upom Ha (48), nmocraje:
(53) 48D7=1-2-32.4242.3-42.53 4+ ... +(n-2) (n—3) (n-1)® n®.

[da 6ucmo Hauum 30Mp pela KOjU Ce Haja3u Ha JLeCHOj
cTpanu penauuje (53), npumennhemo pesyJTaTe U3 TNpBe TiaBe
OoBe pacrnpase.

Pamu ‘Tora nohumo o uspasa
kik~1)(k+2)* (k+3)3,
yuju je pasBujeH 0O0JHUK
k7T + 14 k° + 80 k° + 238 k* + 38T k® + 324 k* + 108 k.
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Crasipajyhu oBIe penom
F=lie2 =5 s in
u cabupajyhu moOujeHe BpeIHOCTH, L0Ja3uMO IO jeJLHAKOCTH:
(54) 1:2:3%:4°4+2.3:4%.5%+ - Fn(n+1)(n+2)° (rbz+3)8
=, (n) + 14 Vg (1) + 80V, (1) + 238\, () + 38T ', ()

+324 1\, (n) + 108 v, (n),
rae je 7
(55) Vo(n)= X i
: =1
o=t 2., D).

AKo ce mosHaTe BpeIHOCTH:
fr ]
by (1) = >t

WG T,

I RO R
e 2 e

S Alnt s STt s ne
LS R e e

yHecy y pedauujy (54), mobuja ce:

(56) 120 Z k(k+1) (k+2)?(k+3)°=15n%+300n" +2510n°

k=1

+ 11352 n° + 29855 n* + 45420 1% + 36740 1% + 12048 1.



80 1. Murpunosuh: (32)

[TonuHOM KOju ce jaBba y MOCHeNHOj jeLHAKOCTU HUMa
¢akTope:

n,n+l, n+2, n+3, n+4.

[Ipema TOMe, nmeHTuTeTy (90) MOXe Ce AT NPUKIATLHU{U
00K

G S k(k+1)(k+2)7 (k+3)=

k=1
% n(r+1) (2+2) (1~ 3) (n+4) (1578 + 15072 + 4851+ 502).

Ha ocuoBy (33) u (57) Hanasumo ne(UHUTUBHO
(58) D, =

ﬁ(nﬂ)n(n—l) (n-2)(n—3) (157 + 150> - 101 - 8).

§ 28. Kao wmiTo BumuMMmO, u3Hanaxewe ¢opmyre 3a @y
KOMILIMKYje Ce CBe Bullle M Bulle ca pautherem Gpoja m.

Hahku hemo jom ¢popmyny 3a 6poj ®j koju je, npema (52),
neduHUCaH pelalujom

(59) D)= p D+ (nwl)dG e+ 5D
C o6G3upom Ha (58) moxemo, mecTo (59), nucatu

(60) D,

6!1—_82 K (k—1) (k-2) (k—3) (k—4) (152 - 302 +5k+2).
k=5
[TocmaTpajmo cama uspas
(k+4)2 (k+3) (k+2) (k+1) k[15(k+4)*-30 (k+4)>*+5(k+4) +2],
Yuju je pasdBujeH 00JUK
154° + 360 &5 + 3110 &7 + 21302 &° + 75263 k° + 164840 k* + 218420 4°
' + 159008 £ + 48192 k.

AKo ce y noclenmem u3pady pnajy Opojy k perom oBe
BPEILHOCTH

Gl s R



(33) O Stirl:ng-cBuM 6pojeBuMa 81

Ia ce CBU Tako (hOpMUpaHU HyMepuuKu W3pasu cabepy, Hajias3u ce
(61) 15, (12) + 360 g () + 3710, (1) + 21392, (1)
+ 15263V, (1) + 164840 \r, (1) + 218420 ), (n)
+ 159008 \r, (1) + 48192 1, (n)
rae je \,(n) uspas osupehen opmynom (595).
AKO ce 30UpOBHU
Vp(n) (ot 2, 3,0... 1),
HaBedeHu y § 217, Kao u '36np03w
O
n"’ n’ 3 .7n6 a3
W

yHecy y uspas (061), Hanasu ce:
g (37°+ 9545 + 131077 + 10302 1° + 50187 7% + 162255 r*

+334620n* 427318 n* + 304480 12 + 91200) .

Jlako je Bujetu, Ha mpumep nomohy Horner-ose merone,
Jla je Mocjelmbd NOJUHOM Je/bUB MPOU3BOILOM:

(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)*(n+5).
Crora, MOXeMO HamlucaTh WIEHTUTET:

S (ke 4)2(k+3) (k+2) (k+1) k(15K + 1504 + 485 + 502)
k=1

E%(m 1)(rn+2) (n+3) (n+4)%(n+5)*(3n2 + 23n + 38).

Ha ocrosy (62), obpasay (60) 0Oobuja oBaj Oefuruiliusri
o0bauk :

(63) D)=
6. 42(11 4) (n 3)(n-2)(n-1)n*(n+1)*(3n> -n- 6).
§ 29. Hocana cmo Hamnn.(popmyne 3a

D7 (m=1, 2, 3; 4, 5).

Fop. 360pHEK 6



82 1. Mutpurosuh: (34)

[lpumenom Haule meToe Y MOryhHOCTM CMO Ja H3BeLeMO
penom ¢opwyne 3a 6pojese

6 7 8
q)n’ CDIZ) (D/17~

anu je NPeTXOLHO MOTPeGHO M3pauyyHaTH 3GUpOBe
n
Yp(n) = z 2
iy

el P

3d

[laxie, nokasanu CMO Ila U3Haslaxkeke hopmyna 3a 6pojeBe
m
7 =12, 3, sian,

npema Hallo] MeTOIHM, U3UCKYje camO JeHOCTaBHe airebapcke
omnepatiyje.

OBa Halla Meroja He camMo LITO je ejemeHTapHa, Beh u
HUje Matbe IpaKTUYHa OJ, APYrux MO3HATUX MeToma’.

§ 30. Canma hemo mokasaTy Kako ce Halla MeTola MOXe
UCKOPUCTUTH 3a (popmuparbe peulerba jefHaYdHe ca KOHAUHAW
Jugepenuujama

(64) S T WY g ST
[Ipema oGpacuy (40) 6pojemea
Dry D r Dhie By D
OJIrOBapajy pecrneKTUBHO:
S80S, Sl T Sh A S T,

Tako Jla Ha OCHOBY obpacua

q)lz:%/z(nﬂ)

u o6pasaua (45), (48), (58), (63), Lonasumo IO OBUX peayJjiTaTa:

1 Yaopenutn Merone koje cy mamm: Cauchy, Schldfli, von
Zeipel, Schlomilch a koje je anamusupao N. Nielsen Ha cTp.
71—712 cBora npupydnuka: Handbuch der 1heorie der Gammafunktion,
1906, Leipzig. .
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Sil= - (a-1)a,

-2
Sn

65) Sh-

—4
Sa

724

L (n-2)(n-1)n@Bn-1),

——I—\n -3)(n-2)(n-12n?,

% %—3 (n-4) (n-3) (n—2) (n-1)n(15n*- 30 i*+5n+2),

S50 = — 5125 (-9)(1-4)(1-3) (1-2) (=170 (- m*-Tn-2) .

To cy peuwemwa jeOnadune ca konaunum oughepenyujama (64)

Jla 6ucmMoO HauUlIIM W Apyra pellera Te jeJ(HayuHe, Tj.

n—6 n-1 n—8
S¢Wjmegar’ 87

y e

“rpe 6Ga, NpUMEHOM Hallle meToxe, Hahu:

BL @),  Dh,

Hanomennuvo ma ce pellilemuma (65) MOXe JaTd U OBaj
caXeTuju 0O0JIHK;

(66)

§ 31.
¢opmyaa

(67)

n—1 n
Sn =_(2)x
e I'(n
S,,2=T(3)(3ﬂ—l),
n— l-n
e AV L]
S?f“=41— '5’)(15n3 30m"+5n+2),
5"_5=—1—(n)n(n-])(3n2—7n—2)
§ 161 6 :

[Ipema (40), penauuju (52) ojnrosapa peKypeHTHa

Sy a1y SETt+(n-2) Siz5

=S T ... emSh=0.
6%



"84 - JI. Murpusosuh: (36)

Tako, Ha mpumep, UMamo:
Si= (8BS + 1S +68:+55))
- —67284
=9, m=>5)
S — ARSI L10'S, +9'8778 52
L8246 S 155244 85,)
=357423.
(=2 m-4);

Penanuja (67) moxe Takohe Ina NOCIYXM Kao MoJjasHa
Tayka 3a mpoyyaBatbe Stirlin g-osux Opojesa.

5 janyapa 1948.
MateMaTHykKu HHCTUTYT
JLpxaBHor yhuepautera y CKOmjy.



(37) O Stirling-osuv 6pojeBuma 85

TABJIMIA* STIRLING-OBUX BPOJEBA
TABJIMLIA? STIRLING-OBBIX YUCEJI
TABLEAU?# DES NOMBRES DE STIRLING

1.
sit--(3)-

S; = S= 2 Sih= - 630
S =13 Se=-190 Sp= — 666
S, = =% Sa= =210 ST~ — 1703
S = —1h S —231 Se= = M1
§L - e S Lot i
S = S5=-216 Sy= — 820
Sg = —28 Sy = —300 S~ ~ 5061
S = =30 Sn--325 Sa= — 903
Chhe SE- 1351 o e T
S T S~ —-318 Si= —990
Sp= -66 S ="—406 So=-1035
Sior T 5 =45 Sy =—-1081
S —al S = —465 Se— 1128
Si= 2105 S — =496 P B L
Se=-120 S2-_528 Soo-1es
Si=—136 S = 561 Sa= 5197

ol L oo s ol s o

1 OBy je Tabanuy uspagnna Korurwa MuanoweBukh, crymenr
MaTeMaTHyke rpyne Ha Puirozopckom ¢akyarery y Ckonjy.

2 9ra Tabauna ucuncieHa KoBuHoi# MuasouweBuuy.
3 Ce Tableau est fait par K. Milosevic.
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W
D W o

(9)

oW

WO NWRS NG D

15

hthththh

= o

I I el S e el = T i o v
B N aENaGhrRan A wh OO =
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1o =
=4

©

BRRE

tn

1.
5"‘2—i(”) (Bn-1)
LR ;

2 S2_ 35926 Se= 475365
11 S2- 42550 Se= 519915
35  Sa= 50050 Se= 561525
85 S»- 58500 Si= 618332
G5 85 % 61911 Sie= 672476
322 ' S&L=. 718061 Sa= 130100
546  Si.= 90335 Si= 1791350
870 S3=103385 Sh= 856315
1320 SL=117800 Sh= 925321
1925 S5=133672 SZ~ 098361
2717 S&-151096 S2-1075635
3131 S¥-170170 S3 =1157310
5005 S =190995 Si =1243550
6580 S¥-213675 S¥ =1334522
8500  S)=238317 S =1430396
10812  S¥=265031 S> -1531345
13566  Si, =293930 Sy =1631545
16815 S3=325130 So=1749175
20615 S =358750 S = 18664117
25025 S5 =394912 S8 - 1989456
30107 S3_-4331741 Sy -2118480



(39)
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e —-50
s - —225
S, = 4135
S = —1960
.= - 4536
o=  -9450
e L 18150
== LU82670
9= =551710
1= =91091
2200143325
= -218400
f: — 323680
— 468 180

- 662 796
~920550

~ — 1256 850
-~ — 1689765
m=—2240315
5% <402032716
S22 = —31795000

 8%. 4858750

Sx— —6160050

SAWEIC
S»=  -7139550
Shk=  —9642906
Sh= —11921175
Si= —14631225
Sh——-17836160
S&= —216051760
S3--26016936
SZ- —31154200
SE- —-37110150
Sh= -43985¢70
Sia= -51801945

Sl = —60947 491
SH= —1T1284200
S% = —83041 400
S¥- _96371 130
Sia=-111439230
Sh=—128420 316
Sa= —147505 050
Si - ~ 168896 475
Si=-192812565
S = —219486 240
St = =249 166 176
So~ - 282117500
Si= —-318622500
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(40)

Ln | R

5o o0 0k N w oo

e o SO iy
RS & =t

O D tn b o ln tn on Lo

-
o

12
Sie
13
Sy
514
18
515
19
16
S‘ZO
17
S
18
S
19
523
20
Sa
21
525
22
S

{ 23
St

Iv.

5574=%8(g) (18n3 - 301 +Sn+2).

= 24
= 274
£ 1624
= 6 169
5 22 449
* 63213
= 157113
= 257 423
- 749 463
< 1474473
= 2749747
-~ 4899622
-~ 8304022
~ 13896 582
- 22323822
- 34916946
~ 53321946
= 191721795
~ 116 896 626

=168 423 871"

=238 810 495
=333 685 495
=460 012 995

Sk= 626334345
Sw= 8430411745
S~ 1122686019
Sa = 1480321 269
Sk~ 1933880 244
Sk = 2504645634
Sii= 3217636444
S~ 4102212268
S2_ 5192609 268
S¥_ 6528574668
S¥ - 8156055558
S2-10127949 468
S5 =12504921 111
S =15356289 111
S% -18160986 511

45 =22808599 171
S5 =217600 486 067
Sii=33250985691

=398881712941

&~ 47657950 191

s =56720.141 346
S¥ - 67255480 866
S =19464 623 490



(41)

‘ O Stirling-oBum 6pojeBuMa

89

b Wolbhan g b U 0nila

’sv'whww\:lam—-

o
g e

[
w

e
S =

11
16

199)

»—wcmw

- 120
2 - 11764
- - 13132
- - 67284
- — 269325
- ~902 (55
= - 2631558
< — 6926 634
- - 16 669 653
- 31312275
- — 18 558 480

%< " {_ 156087 430

= —299650 806
=  —549 789282
= —073941 900

e 250820

= —2792 167686

= —4546047198

= —T234 669 596
= — 11 276 842 500
= — 17247 104 875

B - 05022027 745
S

- 38343 218610

~1)(3n*—1Tn-2)
Sp= — 55 88,630 270
Sh='  -80328850815
S¥= 114009431 445
S¥-  —159899390 784
S®—  —221 783846502
S¥=  -304437176 604
S¥~  -413836815700
Sii=  —55T7414 245080
S2-  -T44 348178 728
Sie — 085005 441 444
Sh= - 1295 835552648
S%~ -1690 825581 9(0
S%= —2191 022426580
S¥-  —-2820630280311
S%h= —3608591 714 001
S¥ - -4580361478 702
Sio= —5803 782 865 650
Sia=—=1300011221 145
S~ -9134958017031
Sg~ - 11374881704 208
Si— —14097448 488816
So= -17392967051 250
S = —21306158225750

U‘
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Peswne

O YHUCJIAX STIRLING-A
oT
A. C. MUTPUHOBHYA

1. TlepBas r;aBa 3to% paboTbl OTHOCHUTCS K MCClenoBaiuio (op-
MyJbl, NpeacTasJsiiouledl CyMMy BbIpa’keHun

r=p r=o r=p r=p y
) [ o+ ] @rten+ [ @ +20)+ -+ [] tar+-1) e,
rF=1 i r=1 r=1

rge n u p siBISIOTCA ABYMsI L€JIbIMU MOJOXUTEJIbHbBIMU YUCIaMu, a
ar u cr (r=1,.2:3, 5. :p)

0003HayanT Npou3BOJIbHbI€ KOHCTAHTHI.

Cymmy BblpaxeHnd () MOXKeM MOJyYdTb HECKOJbKUMH CnocoGamu
“(cm. §8 5 6, 7 cepOCKOr'o TeKCTa).

B cnyuae eciu p=2, nonyyaem ¢opmyuy (4).1)

B cayyae korna p= 3 nosydaem gopmynsl (24) u (23).

3a cayyaii p=4 cooTBeTCTByiowasi (popmyna [aHa BblpaKeHUSIMH
(26) u (25).

B naparpage 18 nokasbiBaeMm, 4TO HEKOTOPbIE TOX1ECTBA yKasaHHbie
B Ta6uuumax Poiknka2z) u Agamcas’) sIBASIIOTCS NApTUKYJSIPHbIMK CJIydYasiMi
(hopMmyJ1, U3JIOKEHHbIX B 9TOM uccaejoBanuu (cm. §§ 1—17).

2. Bropasi ri1aBa 9T0ii pabOThl OCBsIIEHA OJHOMY CNOCO0Y, KOTOPbI#
JagT pelieHust ypaBHeHus!

([[) n+1_5m 1_p Sm

cBsi3aHHOro c Teopued ducen Stirling-a.

Pewenne ypaBnenusi (II) B oOuiem ciyyae HEH3BECTHO.

Haw cnocod npoct u 00OCHOBaH Ha pe3yJbTaTaX O3HAYEHHbIX B
rjaBe nepBoOi. ITOT cnOco0 COCTOMUTCSI B CleMyfOlleM.

Bo3bMeM 10X1€CTBO

x(x-1) x=2) --- (x—n+1)
o =8 B ST A iE SR STl

raie n 0003HayaeT leJoe MOJIOKUTEIbHOe YUCIO U rje S”ln [peacTaBisdioT

yycaa Stirling-a.
Yucna Stirling-a yposaersopsitor pemsiuuio (II).
Bmecro uucen S paccMotpuM yuciaa @, onpejelieHHbie TOXKIECTBOM

(v=1) (x=2) (x=3) --- (x—n)
av) et Ll (P IRB R D T

vk (=DF @F xR (-1 D

1) dopmynsl, HYMEPOBAHHBIE, apaGCKAMU UHUPpPaMH OTHOCATCS K TEKCTY Ha cepo-
CKOM ﬂ:—zuxe
M. PR ur, Tabauyn unmerpanos, cymnm, pados u upoussedenuii, Orus —
l‘ocrexnaaar 1943, Mockea—Jlenmurpap, 400 ctp. — Cx. ocoGenHo ctp. 242-243.
B P Adams, Smithsonian mathematical formulae and tables of elliptic
functwns Washington, 1922, 314 pages. — Cm. ocoGeHHO cTp. 18.
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Ecau cpaBuum toxaecta (Ill) u (IV), nonyyaem

G Bl e gh S

V) :
She DLt T
M3 ¢opmyas (IV) nonyyaem
1_n(n+l)
D D! = nl,
®2=(1-241-3+.--+1-n)
+(2-3+2-4+.--+2-n)
T SSEEER oo A e -
+(n—1Nn.
[TocnenHee Bbipaj’keHHe MOXXEM HamUcaThb
2 s
O =n[14+2+ .. + (n=1)]
+ (=D [14+24 .- +(n-2)]
2 L AT e e T R T
+2-1 .
i
(VI) Q2=n @), _,+(n-1) @ _,+---+2 0.
Yucna @3 onpeneasiorcs dopmy.oii
@2 =(1-2-841-2-4+ ... +1.2.1n)
+ ...............
+(@m-2) (n-1)n
ni
Vi ¢ D=n @ _ +(n-1)D2_,+ ... +3 3.
B olbuem cayuae uMmeem opmyay
Pi=n OF 1+ (1-1) ORTp+ - +m PR
rie
O<m=n
Tak kak
‘l 5
@! 1 =5 (a=T)n,
1 ]
®ﬂ_2=7(n—2) (n-1)
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topmyna (VI) npunumaer BuI ,
202=1:2242-824 «n +(n-1)n2.

1 HakoHell (cM. 8§89, 29)

(VI CD%Z—ﬁ(n—l) n(n+1) (3n+2).

dopmyna (VII), cornacao c dopmyano# (VIII), CTaHOBHTCS
24 ©3=1:2.32.842.8-42- 11+ --- +(n-2) (n-\)m2 Bn-1)
¥ HakoHel (cM. §25, ¢opmyna 51):

3_,1 2 2 (p— s
@O, = 8" m+1)2 (n-1) (n-2).

[ToTopsis TOT e cnocob noJjyyaem (HOpMYJb!
4
O =
(ﬁmﬂ) n(n=1) (r—2) (n—8) (1583+15n2=10n—-8),
5
D) =
o lo(n 4) (n— 3) (n—2) (n—1) ni2in+1)2 Bn2—n—-6),

Cornacno ¢ dopmyJoit (V) noayyaem

Spl==(3),

§n—2 —( ) Br-1),

- 1
st 3=_?(;’) n(n-1),
sZ‘4=%<g’) (15 n3 =30+ 5n+2),

S0 — lG (§) n(n=1) (83n2-Tn-2),
[Mocnennue opmyisl siBAsOTCS peluennsivu ypapHenus ().

3. B xonue aroit paGoThl npuiokeHa, Kak JONoJHeHHe, oaHa Taban”
na Stirling-oseix ynces.
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Résume

SUR LES NOMBRES DE STIRLING -
par
D. S. MITRINOVITCH

1. Le premier chapitre de cette étude (§§ 1—20) est relatif a la
recherche d’'une formule fournissant la somme de I’expression

r=p : e
o K ar+H (ar+f1r)+]:[ (@b 200457 + H [ar+(n-1)a/],
r=1 r=1 =1

ol n et p sont deux entiers positifs et ol
ar et or (=1, 25850040 .50

désignent des constantes quelconques.

La somme de l'expression (I) peut étre obtenue au moyen de plu-
sieurs procédés (cf. les 8§ 5, 6, 7 du texte en langue serbe).

Pour le cas p=2, on a la formule 4).Y)

Dans le cas ol p 3, on admet les formules (24) et (23).

Pour le cas p=4, la formule cherchée est fournie par (26) et (25).

Dans le § 18 on montre que plusieurs identités, indiquées dans les
Tables de Ryjik?) et d’Adams3), sont contenues comme cas parti-
culiers, dans les formules développées dans cette étude (cf- 8§ 117
du texte en langue serbe).

2. Le second chapitre est consacré a un procédé fournissant des
solutions de I’équation aux différences finies

1) oy = ST msE,

rattachée a la théorie des coefficients de Stirling.
La solution de I'équation (Il), dans le cas général, est inconnue.
Le procédé en question, simple ‘et élémentaire, lequel est fondé
sur des résultats énoncés dans le premier chapitre, consiste en ceci.
Envisageons l'identité

(111) x(x-=1) (x=2) -+- (x—n+1)
=8 x4+ 85 a2y ... 4 SE1UTT L SRR,

\

oli n désigne I'entier positif et ot S sont les coefficients de Stirling

de premitre espece.
Les coefticients de Stirling satisfont a la relation (II).
; Au lieu des nombres S considérons les nombres @ définis par
I'identité .
(=1 (¥-2) -+ (x—n)

(v) =" @la" Dl 472 @ k3
k ok on—k
o (=D DR (1) R,

5 1) Les formules numérotés par chiffres arabes se rapportent au texte en langue
serbe. :
2) Ryjik, Tables d'intégrales, de sommes, de séries et de produits, Moscou —
Lemugrad 1943, 400 pages (en ruse), — Voir, en partlcuher, p. 242—243.

A d ams, Smithsonian mathematical formulae and tables of elliptic functions,
\Vashmgton, 1922, 314 pages. — Voir, particuliérement, p.



94 : 1. Murpunouh: : (46)

La comparaison de (Ill) et (IV) conduit a

Pl (- e ol

W) m n—m gyn—m
Sy=(-1) (LT
De (IV) il s’ensuit
1 n(n+l)
<D,l=———2 ;' @Y =nl,
2
cpn=(1 RO 3] -n).
+(2-3+2.44---+2-n)
+ ..........
+(n—-1)n.
La derniére expression s’écrit sous la forme
2
D =n[1+24+ - +(n-1)]
(- [1+24 - +(n-2)
S e e e (RO SR o
+2-1
ou bien
(V1) Q2 =n@,_,+(@n-1) D o+ - +2@].
Les nombres @ sont déterminés au moyen de l’expressibn
3
@3=(1-2-3+1-2.4+...41-2.n)
+ ..............
+(n-2) (n—=1)n
ou bien :
(VI Do @ (1) D2, + e 8@,
Dans le cas général, on a la formule
Q" =n OT 1+ (n-1) "]+ .- + m 7T
avec
O<m<n
Puisque
3ol
(D}I 1=7(n—-l)n,
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a formule (VI) devient
2 o o 2
2@, =1-2242.3+ .- - +(n-1)n2
et enfin (cf. §9, exemple 24)

(V1) (n—1) n(n+1) 3n+2).

o 24
La formule (VII), d’aprées (VIII), prend la forme
240°=1-2-32.842-3- 8211+ -2+ +(n-2) (n-1)n2(Bn—1)
et enfin (cf. § 25, formule 51):

(Dn~@n—(n+l) (n—1) (n-2).

En suivant la méme voie, on trouve les formules:
@i =

6!1-_8(n+]) n(q—]) (n—-2) (n—3) (15n3+15n2—10n-38),
o=

6!']_16(,2"4) (n—=38) (n=2) (n-1) 12(n+1)2 3n2—n—6)

D’apres (V) on obtient:
Sil== (),

SR L B

52 3———( ) n(n-1),

sﬂ—4~_(") (151380 n2+-5n+2),

STHLE lﬁ( ) n(n—1) Bm2—Tn-2),

Les dernieres formules définissent des solutions de lequatlon aux
différences finies (II).

3. Ala fin de cette étude est donné, comme complément, un
tableau des nombres de Stirling.

Le 5 janvier 1948.
lnstitut de mathematxques de I’Université
d’Etat a Skopié



