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SUR LES PROBLEMES DE POSSIBILITE ET DE
L’IMPOSSIBILITE D’OBTENIR EFFECTIVEMENT DES
SOLUTIONS PARTICULIERES DE L’EQUATION DE
RICCATI

ANDRZEJ KAPCIA

Résumeé. En profitant de méthode de l'intégrale particuliere pour
I’équation de Riccati présentée symboliquement dans [10] et appliquée
antérieurement dans le travail [7] on faire la discussion sur la possi-
bilité d’obtenir les nouvelles généralisations d’intégrabilité effective de
Iéquation (0.1). Dans ce but, on profit des résultats obtenus dans le
travail [7] et de 1’équation d’Euler du second ordre parce que parmi
ces équations existe une correspondance. On montre qu’ils existent 90
classes d’équations plus générales que I’équation de Riccati qui corre-
sponde a l’équation d’Euler du second ordre et toutes ces équations
sont effectivement intégrables. Dans le deuxieme chapitre on étude
les propriétés de I’équivalence des critéres différentiels introduits par
la méthode de l'intégrale particuliere dans [7] en citant et démontrant
les théorémes: Th. 2.1 et Th. 2.2 qui déterminent leures réciproques
rélations. Dans la troisieéme partie de ce travail, on construit I’exemple
de I’équation de Riccati, qui peut étre effectivement intégrable et telle
pour laquelle cela est impossible. Pour cela on profit du théoreme de
J. Liouville pour I’équation spéciale de Riccati (Th. 3.2). Il existe con-
tinuum des conditions différentielles citées dans cette note, qu’on peut
transformer a I’équation spéciale de Riccati pour laquelle le Th. de J.
Liouville est obligatoire.

0. INTRODUCTION

Le but principal de ce travail est le probleme de possibilité et impos-
sibilité d’obtenir les solutions particulieres de 1’équation différentielle de
Riccati sur la route effective. Dans le travail [10], p. 261-265, on présente
la méthode de l'intégrale particuliere (MIP) en forme opératorielle. Ses
premieres applications étaient annoncées dans les travaux [6], (1977) et [7],
(1979) dans lesquels on présentait les résultats obtenus a l'aide de cette
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6 A. KAPCIA

méthode. On sait bien que I’équation classique de Riccati

(0.1) y' = a(x)y® + b(x)y + c(x),

ou a,b,ce C, et a # 0, on peut résoudre effectivement, si sa solution par-
ticuliéere est connue. Obtention donc de cette solution est la condition fon-
damentale pour donner sa solution générale (v. def. 0.1 en [10], p. 256-257
£.(0.5)). Cette méthode permet d’obtenir beaucoup de classes de I’équation
de Riccati, plus générales que les équations données pour lesquelles ses
solutions particulieres sont connues et aussi les mémes équations.

L’importance essentielle possedent ici les fonctions g (z), (k = 1,...6),
pour lesquelles on obtient les équations différentielles ou intégrales sur les
fonctions ug(x). Ces équations décident sur la possibilité d’obtenir les fonc-
tions pg(z) et par les mémes les solutions particulieres de 1’équation (0.1).

On se montre que l'introduction les fonctions ui permet généraliser
toutes de 1’équation (0.1) pour lesquelles ’équation (0.1) possede la so-
lution particuliere connue. On peut donc obtenir tous les résultats qui sont
présentés dans les livres et monographies [3-5, 13, 15-17], et aussi dans les
travaux originaux [1, 2, 6, 7, 9, 10]. Dans le travail [11], p. 93, on donne les
équations (0.1) qui sont partiellement effectivement intégrables et que cela
- pour lui - est totalement impossibles (v. [11] , p. 93, f .: (0.1%), (0.1*%)).
Dans ce but, on profit du résultat de J. Liouville du travail [12] , v. aussi
[3, 4] et [5], p. 43.

Dans ce travail-ci, on présente idée de cette méthode (MIP) et lui conséqu-
ence positive - chapitre I. Le chapitre II comprend le théoreme fondamental
avec sa démonstration. Chapitre III présente les corollaires qui résultent
du Th. 2.1 pour I’équation de Riccati .

Remarquons que la méthode décrite (MIP), on applique aussi directe-
ment aux équations linéaires: 1’équation du second et troisieme ordre et
aussi n-tieme ordre (v. [8] et [10] ). Elle permet obtenir les généralisations
des équations citées ci-dessus effectivement intégrables. Il existe aussi
d’autres méthodes de I'obtention telles équations, v. p.ex.: [1] et [14].
Le fait important est la remarque que des conditions intégrables, on peut
obtenir tous les criteres différentiels cités dans ce travail. Remarquons en-
core que dans les considérations du probleme présenté ci-dessus - le role
essentiel - joue ici I’équation spéciale de Riccati
(0.1) v = ay® + cx®,
oua,a,c€ R, ac#0et x> 0.

1. LA METHODE DE L’INTEGRALE PARTICULIERE POUR L'EQUATION DE
RiccaTt

Cette méthode pour ’équation de Riccati (0.1) se fonde sur I’hypothese
de connaissance de sa solution particuliere yg, sur de profiter ses équations
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(0.17%) Rop-1(y) = Rar(y), (k=1,...,6)
ce que conduit a ’existence des fonctions continues pi(k =1, . .., 6), détermi-
nées par les égalités
(1.1) Ror—1(y0) = i
(1.2) Rok(yo) = e
ol
Ri(y) =y — ay?, Ro(y) = by + ¢;
Rs(y) =y — by, Ry(y) = ay® + ¢
(1.3) Rs(y) =y —c, Ro(y) = ay® + by;
Ri(y) =y —ay’—c  Rs(y) =by;
Ry(y) =y —by —c, Rio(y) = ay?;
Ru(y) =y Ria(y) = ay® + by + ¢

sur de trouver les opérateurs inverses
-1 __ impossible pour ob— -1 B B )
Ry (m) = tenir ef fectivement ’ Ry () = (pn — ) /s

Ry (p12) = exp ([ bdz) [ udz, R (u2) = 7/ (2 — ¢) /a;
(1.4) Rgl(ug) — [ (s +c)de,  Rg'(us) = F (~bF Vo7 + dapg) /2a;

impossible pour ob—

( 1)=- tenir ef fectivement ’ Rgl(u4) = pa/b;
o' (us) = exp ([ bd) [vde,  Ryg(ps) = F\/us/a;
Rn ne) = [ pedw,  Rig(pe) = (~bF ¢b2 Ta(c—pe)) /20

oll u = [g €xXp (— fbda:) et v = (ug + c)exp (— fbda:) sur l'introduction
des conditions d’intégrabilité effective en formes

(1.5)  Rok—1 (R () = pwe

(1.6)  Rop (Ropy (k) = e,
olt yo = Ry, (juy) désigne les solutions symboliques de I'identité (1.2) et
Yo = R;,j_l(uk) les solutions symboliques successives de l'identité (1.1)
(k=1,...,6).

La condition (1.5) pour k = 1,2, 3,4, 5, 6 prend successivement les formes
explicites: (2.2), (3.4), (4.4), (5.2), (6.4) et (7.4) du travail [7]; et la con-
dition (1.6) pour k& = 2,3,5,6 prend successivement les formes explicites
(3.2), (4.2), (6.2) et (7.2) de [7]. Cette condition-ci pour k =: 1,4 possede
seulement I’'importance symbolique.

Des conditions (1.5) et (1.6), on détermine - si cela est possible - les
classes de 1’équation (0.1) effectivement intégrables - c.-a-d. telles classes
pour lesquelles les fonctions
(L7) yo = Ry (1ue)

(1.8) Yo = Ry (k)
sont respectivement leurs solutions particulieres. On cite ces classes dans
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les corollaires I1.1-VII.1 de [7] (quinze classes). Des formes d’identités (1.1)
- (1.4) résulte qu’on peut obtenir les opérateurs inverses Rj_1 pour les nom-
bresj =2,...,6,8,...,12, et que seulement danslecassik = 1et £k =4, on
ne peut pas obtenir effectivement des opérateurs RQ_kl_1 (k =:1,4). Malgré
cela, on peut donner les autres tres générales conditions d’intégrabilité ef-
fective de 1’équation (0.1) (cf.[7] p. 117, 123 les criteres (2.4) et (5.5)). Ces
dernieres conditions ne possédent pas la forme (2.4) pour k =: 1,4, mais
elles font certaines généralisations de conditions (1.5) pour les mémes k.

Dans le travail [7] on donne 15 classes d’équation (0.1) pour lesquelles
leurs solutions particulieres sont en-la citées. Aux équations les plus généra-
les obtenues dans [7] appartiennent les classes: (3.5), (3.7), (4.5), (4.6),
(6.5), (7.5)- (7.7). Nous choisissons quelques d’elles: (3.5), (4.6), (6.5) et
(7.7); et nous les signifions de nouveau:

1.9 ' = k2 —c b
( ) Y exp(2fbdr){f,u2 exp(— fbdr)dr+K}2y toy+e

ps—a( [ (etps)de+ i)

(1.10) y'=ay’+ T(ermderk Y16

1.11 = L 2+b :
(1.11) Y exp(2 [ bdz){ [ (us+c) exp(—fbdz)dz+K}2y oyt
(1.12) y’:ayQ—l—by—l—u@-—a(fuﬁdas—l—K)2—b(fu6dx—|—K).

Remarquons que dans le travail [10] p. 262, on trouve le théoreme:
Théoreme 1.1. Soit yy une solution particuliere de 1I’équation donnée

(0.1) satisfaisant aux hypotheses suivantes: a,b,c € Cx, a ¢ # 0,yg # 0 et

po # ¢, 3 # —c, s # ¢, p2 + K2 > 0 sur X, alors: 1) on peut la construire

au moins d’un des criteres:

(B)

( ()1(;1?) exp (2 [ b(z)dz) [ [ po(z)exp (— [ b(z)dz) + K]2—u2(a¢)—|—c(a¢) =0,

C

A (o) +pa)) o+ K]+000) [ (ele) + pale)) do + K] —pae) =

(E)

( )a(x) exp (2 [ b(z)da) [[ (s () + e(@)) do + K] — ps(x) = 0,

F

a(z) [[ po(@)dz + K]* + b(@) [[ po(@)dz + K] + e(x) — po(x) = 0,

ou K - Cte réelle arbitraire en trouvant la fonction pg(x),k = 2,3,5,6
et choisissant les constantes arbitraires (si cela est nécessaire); 2) on peut
construire au moins 1'une équation différentielle en forme (0.1) plus générale
de I’équation donnée et possédant la méme solution particuliere yy ou la
solution particuliere y; correspondant a 1’équation généralisée.
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Les criteres (B), (C), (E), (F) sont satisfaits, si les fonctions (3.1), (4.1),
(6.1), (7.1) de [7] signifiées maintenant par :

(B*)  yo =exp (b(z)dz) [[ po(z) exp (— [ b(z)dz) dx + K],

(C*) o= [(c(z) +ps(x)dz + K

(E*)  yo=exp ([b(x)dz) [[ (us5(z) + c(z)) exp (— [ b(z)dz) dz + K],
(F*)  yo= [ pe(r)de + K,

ou K - comme ci-dessus, sont les solutions particuliéres de I’équation donnée
(0.1).

La démonstration du Th. 1.1 on trouve dans le travail [10] p. 263-264.
Nous remarquons aussi que des criteres (B), (C), (E) et (F) résultent les
équations différentielles (1.9) - (1.12).

Remarquons que dans le travail [7], on donne 15 ressemblantes équations
aux équations (1.9) — (1.12). Une parte de ces équations sont les équations
intégrales et la seconde-les équations différentielles. Parmi ces équations on
se trouve 1’équation différentielle en forme

1)y = () (59) - o) - ) o2 + by +elo)

(v.[7], p. 122, I’équation (5.3)). Nous la profitons dans la suite.

Exemple 1.1. Pour obtenir les nouvelles généralisations effectivement

intégrables de I’équation de Riccati nous pouvons profiter I’équation de Eu-
ler du second ordre
(1.14) z?u" + pru' +qu=0o0up,qgE R
qu’on peut dans tous les cas résoudre effectivement. En appliquant dans
(1.14) la transformation en forme
(1.15) u = Cexp (- [ %dx) ou C - Ct e arbit.,
nous obtenons 1’équation de Riccati en forme
(1.16) Y =27y + (2-p)z Yy + ¢,
qui possede les solutions particulieres obtenues par la transformation
(1.17) y = —2%u' Ju,
ol u - ce sont les solutions particulieres linéairement indépendantes de
I’équation (1.14). Remarquons aussi que la substitution (1.17) transforme
chaque équation (1.16) en I’équation (1.14). Cette transformation est donc
biunivoque. Les solutions particulieres linéaires indépendantes de I’équation
(1.14) sont les fonctions:

(1.181) ugy = ', (1.182) Uy = ' ;

(1191) uggy = '°, (1192) ugg = "0 Inx ;
(1.201) uos = 20 cos(wlnz), (1.202) upe = 2" sin(w Inz);
ou et 1 et r9 sont les racines réelles de I’équation

(1.21) r?+(p-1r+q=0,

ou

(122)  n=%(0-p-VA),n=%(1-p+VA),
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SSA>0,A=(p—1)%—4q;

(1.23) ro=3(1-p),siA=0;
(1.24) ups = Reu;  ugg = Imuy
siA<0etu =a0e® ouw=/q—ry2

En profitant maintenant la substitution (1.17), d’apres (1.181) — (1.209)
nous obtenons la suite des solutions particulieres en formes:

(1.251)  yo1r = —r1m, (1.252)  yo2 = —rax,

(1.253)  yo3 = —Toz, (1.254)  yoa = —roz — zIn~"(z),
(1.255) o5 = watg(wlnz)—roz, (1.256) yos = — (wrctg(wlnz) + rox),
ou ry, r2, ro, w sont déterminés par les formules (1.22) — (1.24).

Parce que nous avons obtenu six différentes solutions particulieres (1.251)—
(1.25¢) et dans le travail [7] , nous avons donné 15 équations dans lesquelles
figurent les fonctions ug(k = 1,...,6), alors nous pouvons construire 90
équations, qui sont plus générales que ’équation (1.16) et aussi effective-
ment intégrables. Comme exemple nous présentons la quatrieme série de
résolutions.

Parce que la solution particuliere de ’équation (1.13) est la fonction

(177) Yo = pa/b(),
alors pour le cas special, ou b(xz) = (2 — p)/x et ¢(x) = ¢, nous avons
(177) pa = par = yok(2 —p)/z, (k=1,...,6)

ol yor ce sont les fonctions (1.251) — (1.25). Nous avons obtenu la suite
finie des équations en forme

(1.13) Yy = (yor) {(ZJOk)/ —q- z%pyOk} Y2+ 2Py 4 g,
ou yor ce sont les solutions particulieres de cette équation. Nous avons
obtenu la correspondance parmi ’équation (1.14) et I’équation (1.13%), qui
est effectivement intégrable. Cela finit cet exemple.

Nous remarquons que 1’équation considéré dans cet exemple n’est pas
I’équation linéaire a coefficients arbitraires.

2. LES CONNEXIONS PARMI LES CRITERES INTEGRAUX ET
DIFFERENTIELS PUBLIEES DANS LE TRAVAIL [7]

Nous remarquons que dans le travail [7], on donne 12 criteres de I'inté-
grabilité effective de ’équation de Riccati (0.1). Regardons que dans [7]
- six criteres ce sont les criteres intégraux, et six restants - ce les criteres
différentiels. Des criteres intégraux - comme nous cela verrons - on peut
chaque fois obtenir les criteres différentiels. Au commencement nous intro-
duisons le systeme des hypotheses suivantes:

Hypothése A. Les fonctions
(2.1) a, b, ¢, up € Cr(k=1,...,6),abc# 0, sur X, (a,b, c- les coefficients
de I’équation (0.1), ug - les fonctions arbitraires réelles) ;
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(22) C_:ul#ov (MQ_C)/G>07 _b:F\/A_l#Ov A1:b2+4a/ﬁ3207
' ps 720, ps/a>0, —bFV/Ay#0 et Ay=0b>+4a(ug—c)>0

sur X;

(2.3) b # 0 sur X.

Hypothése B. Les fonctions a, b, ¢, et g, satisfont a peu pres toutes les
conditions (2.1) et (2.2) d’Hypothese A et le coefficient b(z) de ’équation
(0.1) satisfait a la condition
(2.4) b(z) =0 sur X

Pour les criteres du travail [7] nous avons le théoreme:
Théoréme 2.1. Si les coefficients de ’équation (0.1) satisfont L’Hypo-
these A, alors les criteres intégraux:

(A) b(fadx+K)‘1+(u1—c){1+(fadx+K) J }:0,

(B) aexp (2 [bdz) [[ (n2exp (—fbda:))da:—l—K] —p2+c=0,

(C) a[f(c+u3)dx+K]2—|—b[f(c—i—ug)da:—l—K] + uz =0,
ou K - Cte arbitraire réelle,

(D) fadx—l—K—l—“%—l-f(C“Lﬁif)dex:O,
(E) aexp (2 [bdz) [[ (us+ c)exp (— [ bdz) da:—l—K]2 — us = 0,

(F) a[fu6d33+K]2—|—b [ pedz + K| + ¢ — pg =0,
on peut transformer successivement en les critéres différentiels:

(C) [(Ml—C)/b];—a[(ul—C)/b]z—m=0,
1) F[Vim—0/e| £o/l=a/a—p =0,
m [(- bwm)/m} —e— 3 =0

@) [ —als] —e— =0,

(K)  F[Visfa] +bv/mla—c—ps =0,

(L) [(b:l:\/b2 da ( c—,u6)>/2a} + pe =0,

définies sur X. Tous les critéres différentiels (G)-(L) sont équivalents.

Remarque 2.1. Les criteres (A) - (F) ce sont précisément les criteres
successives (2.4), (3.2), (4.2), (5.5), (6.2), (7.2) du travail [7], et les criteéres
(G) - (L) ce sont successivement les criteres (2.2), (3.4), (4.4), (5.2), (6.4)
et (7.4) du méme travail.

Démonstration du Th.2.1.. Nous faisons la démonstration dans deux
pas. I) Nous démontrons que des criteres (A) - (F) résultent les criteres
(G) - (L). II) nous démontrons que les criteres différentiels sont équivalents.
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la) Considérons le critere (A) en lé traitant comme 'identité sur X . Nous
avons

b(fad;r—l—K)_1 + (u1 —¢) [1 + (fadx—l—K)_lf (“‘il_b;de} =0,

En devisant I'identité susdite par (f adx —I—K)_1 et d’apres p; — ¢ # 0,
nous obtenons

fi1— c‘i‘fad;r—I—K—l—f(“lb sdz =0,

et différentiant ’identité obtenue par rapport a x, nous obtenons
!/
|: b— } +a+ lulb N2 T 0
m=c]y (p1—c)
En faisant maintenant les transformations algébriques, nous obtenons
—ey—177 —e\—2
(9797 akm(79) =0,
et puis effectuant la différentiation et les opérations algébriques dans la
derniére égalité, nous en obtenons le critere (G).
1b) Considérons maintenant la condition (B). Nous avons 'identité
2
a exp (2fbd33) [f (ug exp (— fbda:)) dx + K] —p2+c=0,
de 14, d’apres les hypotheses (2.1)-(2.3) , nous avons

[ (poexp (— [ bdz)) da:—l—K]2 = ((p2 — ¢) /a) exp (=2 [ bdz),

[ (pzexp (= [bdz)) dz + K = F+/(p2 — ) Jaexp (— [ bdz),
d’ici, d’apres la différentiation et la réduction des expressions identiques,
nous obtenons

=5 [Vl =/ +£6/lm—aa,

d’ou résulte le critere (H).
1c) Le troisieme criteére c¢’est le critere (C). Donc nous avons 'identité
alf (c+ pa)dz+ K]? +b[[ (c+ps)de+ K] +pz =0
sur X. En mettant [ (c+ p3)dzr+ K = 0 nous obtenons pour résoudre
I’équation

ol

av? 4+ bv + 3 = 0,
de laquelle résulte que
v=[(c+p3)de+ K = —¥ 5 ”5+4a“3
qui d’apres les hypotheses (2.1)-(2.3) est bien déterminé et quelle peut
différentier sur X. En faisant cela, nous obtenons

c+ 3 = [(—b$ \/m> /2(1};,

d’ici nous obtenons le critere (I).
1d) Le critere successif c’est le critére (D)
fad;r—l—K—l— —|—f(c+“4 dx =

D’apres les hypotheses (2 1) et (2. 2) lldentlte susdite est bien déterminée
et on peut la différentier. En le faisant, nous obtenons
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!/
at [B] 4 (et ) (/) =0,
x
d’ou
!/
x
De la derniére identité évidemment résulte le critere (J).
1le) Considérons a présent le critere (E). Nous avons donc 'identité
aexp (2 [bde) [[ (us + ¢)exp (= [ bda) do + K] — ps = 0,
de laquelle, d’apres les hypotheses (2.1) - (2.3) résulte que I'identité suivante

[ (us +c)exp (— [ bdx) dx —|—K]2 = (us/a)exp (—2 [ bdz)
a lieu. De 14 nous obtenons l'identité

[ (us +c)exp (= [ bdz) dz + K = F+/p5/aexp (— [ bdz).

En la différentiant par rapport a x, nous avons

u5+c:¢[\//T/aLib\/,T/a.

Il est évident que de la, on obtient le critere (E).

at [(ua/0) 7]+ (et ) (na/5) > =0

1f) A la fin considérons le critere (F). Nous avons Iidentité

a[fuﬁdx—l—K]Q—l—b [ pedz + K| + ¢ — pg = 0.
En substituant v = [ pedz + K dans l'identité susdite, nous obtenons
I’équation

av? +bv+c — pg =0,
d’ol nous avons

v=[pedr+ K = _bJFW,
qui d’apres les hypotheses (2.1) - (2.3) est bien déterminée et qu’on peut
différentier par rapport a x. En le faisant, nous obtenons

po = [(~bF V= dalc— o)) /24|

De 1a résulte le critere (F). Cela finit la premieére partie de démonstration.
II. Dans cette partie de la démonstration, nous devons montrer que les

criteres différentiels (G) - (L) sont équivalents. Dans ce but nous profitons

d’une suite des implications

(25)(G)=H) =1 =J) =K = (L) =(G).

Pour faire ces démonstrations il est nécessaire de trouver les formes de la

suite de fonctions

(26) Ml(l‘)v ,U2(~T), Mg(l‘), IU4(.Z‘), MS(x)v ,u()'(.l‘)

Ces fonctions figurent dans les criteres (G) - (L) et dans les solutions citées

au travail [7] ((2.1), (3.3), (4.3), (5.1), (6.3), (7.3)). Nous les citons en les

signifiants de nouveau:

(2.71) Yo = (m1 — ) /b,

Yo2 = F/ (12 — ¢) /a,

(2.72)
(2.73) Yoz = (—b F /02— 461#3) /2a,
(2.74)

Yoa = fi4/b,
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(2.75) Yo5 = F/#5/D,

(2.76) Yo6 = (—b; Vb2 —4a (C—M6)> /2a.

D’apres les hypotheses (2.1) - (2.3) elles sont toutes définies et différentiables
sur X. Pour obtenir les dépendances parmi les fonctions ug et p; ou k # [,
nous résolvons la suite d’égalités

(2.7) o1 = w02, Y02 = Y03, Yo2 = Yoa, Y04 = Y05, Y05 = Y065 Y06 = Yo1-
En résolvant successivement les égalités (2.7) a I’aide de simples transfor-
mations algebriques, nous obtenons la suite de fonctions

(2.81) p = Fby/(p2 —¢) /a+c,
2
(2.89) o = a[(—b F b2+ 4a,u3> /2(1} + ¢,
(2.83) pz = apig® /0% + pug,
(2.84) pa = Fbr/ 15/ a, ,
(2.85) MszaK b /b —4a C_,U6)> /200} ;
(2.86) He =a [(Ml —c) /52} + 1.
Maintenant nous profitons des formes de fonctions ux(k = 1,...,6) dans

les démonstrations des implications (2.5).
2g) Ecrivons le critere (G) et en 'appliquons la fonction. (2.8;). Nous
avons

G() = [(p1 = ) /8], = allyn — ) /o — s =
:[$ (ug—c)/ab—a[iF (g—c/a} [IFb\/ 2—6/(1}—6—
=% |Vl —a/a| —aluz—0c)/azby/(uz—c)fa—c=
=% [Vim =/ +by/Ga—0/a—
Nous avons obtenu le coté gauche du critere (H). De 1a résulte que de (G)
= (H)

2h) Parce que dans le critere (H) Pexpression (ug — ¢) /a se répété, alors
comptons sa valeur. En profitant de (2.83), nous avons

w(x) = (e —c¢) Ja= (a[(—bIF \/m> /2(1}2—1-6—6) Ja =
- [—H\/mr/zm? - [(—b;M) /242 _ 2

ou d = (—b F Vb2 + 4a,u3> /2a. D’apres le critére (H), nous remarquons

que son coté gauche s’exprime en forme
!/
(210) H(@) =% [Vl —) /o] +b\/(uz—c)/a—p
x

!/
—F [\/52} + Vo2 — ad? — = F |3, £ b]6] — ad® — ¢,
x
pour § € R. De la résultent les formules

(2.9)
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(2.101) H(z) = —0, + b0 — ad? —csid > 0;
(2.109) H(z)=—(=6),+b(=6)—ad’*—c=6,—bS—ad’>—c,si 6 <0;
(2.103) H(x) = +5., — b6 — ad? — ¢, si § > 0;
(2.104) H(z) =4 (=6),—b(~=0)—a?—c=—0,+b§—ad®> —c,si§ < 0

Nous remarquons que les formules finales (2.101) et (2.104) ainsi que (2.105)
et (2.103) sont identiques. Il suffit donc considérer deux d’elles: (2.101) et
(2.102). D’apres (2.9) et A = b2 +4auz, pour (2.101) nous avons la formule
suivante en forme développée
(2.107) H(z) = =6, + b0 — ad® — c = =8, + b (b F VA1) /2a+
—a(-bF \/A_1)2/4a2 —c=-8, —b*/2aF (VA1) /2a — b*/2a
¥ (VA1) /20  daps /4a® — c =
— — [(~bF VA /20), ~ ¥/a F (VET) Ja— s —c
D’apres (2.107) et le critere (H), nous obtenons la condition étrangée en
forme

/
(2.11) [L \/52“”1‘“‘3] —|—§:I:7Vbt4a“3+,u3—l—c:0.

x
Cherchons maintenant la forme développée de la formule (2.102). Nous

avons

(2.105) H(z) =0, —bd —adé* —c =6, —b(—bF VA1) [2a+
—a(—bIF\/A_1)2/4a2—c:
=6, +b*/a+ (VA1) /20— b*/2a F (VA1) — daps/4a® — c =
= [(~bF VAL) 20, — ps — ¢;

D’apres (2.10%) et le critere (H), nous obtenons le critere (I):

/
[(—b T/b? —|—4au3> /2(1} —c—puz3=0
x
pour chaque d. Nous avons donc le corollaire: (H) = (I).
2i) A présent considérons le critere (I). Au commencement calculons la
valeur de lexpression /b2 + 4aus en profitant la fonction (2.83). Nous
avons
(2.12) w(x) = /b2 + daps = /b2 + da (apa2 /b2 + p1g) =
= /0 + dapuy + 4a?ug? [07 = [ (b + 2ap4/b)* = V&2 = |0],
ot 0 = b+ 2auy/b. Ecrivons maintenant le c6té gauche du critere (I). Nous
avons

(2.13) I(z) = [(—b:F \/m> /2aL
= [(—bqﬁx/m) /200}/ —Cc—pu3 =
= [(

x
—bF[8]) /2a], — ¢ — aps®/b* — pa,
ol d comme ci-dessus. De la résultent les expressions suivantes
(2.134) I(z) = [(=b—0) /2a], —v = (=b/a— ps/b), —v,si 6 >0;
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(2.132) I(z) = [(=b—(=0)) /2a]' — = (ua/b)y — 7,510 <0
(2.133) (wi [(=b+ 25) [2aly — 7 = (pa/b)y =, 810 >0
2

(2.13y) I( [(—b ))/2(1]33 v = (=b/a— ps/b), — 7,816 <0,
ol v = ¢+ aps®/b? + pg. Nous remarquons que les fragments finals des
formules (2.13;) et (2.134) ainsi que (2.133) et (2.133) sont identiques pour
les convenables §. De 1a et du fait que I(x) = 0, résulte que nous avons
deux criteres. L’un en forme

(2.14) R L e )

défini si d € R qui est I'un critere étrangé, et le deuxiéme en forme

2
4], —a[8]? — e~ =0,
défini pour § € R, et cité dans le Th.2.1 comme le critere (J). D’ici (I) =
(J).
2j) Considérons le critere (J).Son coté gauche a la forme
/ 2
(2.15) J(z) = [8], —a[%]" — ¢ — pa.
En mettant dans (2.15) la fonction (2.84), nous obtenons rapidement d’apres
(2.15) et la formule (J)- le critere (K) :

7 [Visfa] +by/afa—c—ps = 0.

Cela finit ce fragment de la démonstration.
2k) Pour démontrer que du critere (K) résulte le critere (L), considérons
la formule

(2.16) K(;r):IF[\/ug—)/a};:l:b\/ug)/a—c—ug),

si ps est déterminé par la fonction (2.85). Dans ce but calculons la valeur
de I'expression

(2.17)  w(z) = /us/a = \/a { [—b:p Vb2 + 4a (ue — C)r/4a2} Ja =
= (0% VP Tt ) f2a) = 1.

ol d = (—b F /b% +4a (us — c)) /2a. De la résulte que la formule (2.16)
prend les formes

K(z) = Fw@)], bw(z) —c—ad® = F[|0]], £ b|6| — c — ad? ;
D’ici nous obtenons K (z) en formes développées
(2.181) K(z)=— (), +b5 —c—ad? = —68, +b5 — ¢ — ad?, pour § > 0 ;

(2.182) K(x) = —(=6), +b(—=0) —c—ad? =8, —bd —c—ad?, pour § < 0
(2.183) K (z) =+ (), — b5 — ¢ — ad? = 5§/, — bd — ¢ — ad?, pour § > 0;
(2.184) K(z) = +(=8), —b(=0) —c — ad? = =68, + bd — ¢ — ad?, pour
d<0.

Nous remarquons que les formules finales (2.187) et (2.18,) ainsi que (2.185)
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et (2.183) sont deux a deux identiques. Nous faisons alors les transforma-
tions suivantes. De (2.18;) nous avons

K(z) = — [(-bF VA3) /2a]’ +b (b F VA3) /20—
2
—(c—a) [(-bFVA2) /2a]” =
= —[(-bF VAy) /2(1]; —b2/2a F by/As/2a — ¢ — b?/2a F b\/As/2a—
—da? (ug — c) /4a? = — [(=bF VA2) /2a]. — b /a F /Bz/2a — pug,
ot Ay = b? + 4a (g — c). De la et d’apres le critere (K), nous obtenons la
condition

(2.19) [—b T V(0% +4a (15 — 0)) /2a} +b2/a + by/b2 + da (g — 0)/2a +
e = 0.
Cette condition est la condition étrangée.

De la formule (2.185), on obtient

K(z)=—[(-bF VAy) /2a] —b(=bF VAz) 2a—
o al(-b% ViR o]’ =
= [(-bF VA2) /2‘1]35 +b%/2a £ by/As/2a — ¢ — b?/2a F b\/Ay/2a—
—4a® (pg — ¢) /4a® = [(=bF VA3) /24, — p,
ot Ay comme ci-dessus et 0 € R. De la et du critere (K) résulte le critere

(L);

/
[b F /(0% +4a (ue — C))/2a} + p6 = 0,
x
pour ¢ € R, donc (K) = (L). Cela finit ce fragment de démonstration.
21) Comme la derniére pour démonstration, nous avons l'implication (L)
= (G). Au commencement calculons la valeur de I’expression /As en prof-
itant de la fonction (2.85). Nous avons

(2.20)w(a) = VAy = /b2 +4a (us — ¢) =

— \/52 +4a [(a(ul =) /b2 4 — Cﬂ -

= \Jt2 4 (i = o) + (2a (1 — ) /5)” =/ (b+ 20 — ) /6)? =
= |b+2a(u1 —c) /b] = [0],
ot 6 = b+ 2a(u; — ¢)/b. Le coté gauche du critere (L) a la forme
(2.21) L(x) = [Gu:¢W+4am6—@)m4z+u6:
= [0+ w(x)) /2a];, + 6 =
= [(b+0]) /2a]}, + alp1 — ¢)*/b* + 1,
ol § comme ci-dessus. Nous avons ici les quatre cas suivants:
(2.211) L(x) = ((b -+ 6) /2a], + jis = (b/a + (1 — ) /), + pig, powr >0 ;

(2.21p) L(x) = [(b+ (=9)) /2a, + pi6 = = [(u1 = ©) /Bl + pg, pour § <0 ;
(2.213) L(z) = [(b—6) /2a],, + pg = — (1 — ¢) /b], + 6, pour 6 >0 ;
(2:219) L(x) = [(b— (=0)) /2a], + s = (ba+(m — ) [B), + pis, pour
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6 <0.
Analogiquement que pour les cas antérieurs, nous remarquons que les frag-
ments finals des formules (2.217) et (2.214) et aussi (2.219) et (2.213) sont
identiques. Il suffit donc considérer séparément deux d’eux. Dans le cas
(2.211), d’apres le critere (L) et pg en forme (2.85), nous avons la condition
(222)  [bfat (u — ) /b, +al(m — ) b2+ =0,
pour § € R. Cette condition est une condition étrangée. Mais dans le cas
(2.212), nous avons précisément le critere (G):

(1 — ) /b, — al(s — ) /b2 = i = 0
si § € R. Nous avons alors que (L) = (G). Le cycle de démonstrations est
fermé.

Nous remarquons que dans cette démonstration nous avons cherché
quelques critéres qui sont étrangés. Ce sont les conditions (2.11), (2.14),
(2.19), (2.22). Elles étaient obtenues par les formules (2.85), (2.83), (2.85),
(2.8¢), qui sont les résolutions des équations (2.7) par la méthode qui élargit
I’ensemble des solutions d’équations primaires. Aucune des solutions (2.72),
(2.73), (2.75), (2.7¢) satisfaisant I’équation (0.1) avec les conditions H, I,
K, L n’accomplit cette équation avec les conditions (1.11), (1.14), (1.19) et
(1.22). Cela permet rejeter ces conditions et par le méme cette démonstra-
tion est finie.

Le cas b = 0 de I’équation (0.1).

Dans ce cas 1’équation différentielle (0.1) prend la forme
(0.1%) Yy = a(z)y® +c(x)
ou a, c € Cx. Remarquons que la méthode de I'integrale particuliére peut
étre appliquer ici dans deux cas:

I) Nous avons
(2.231) Y —c=ay®> et (2.239) Y =ay’+c
En introduissant dans I’équation (2.231) 'inscription symbolique, nous obte-
nons

y —c=oa1 et ay® = aq.
De la résultent les solutions
(2.244) y=[(oa+c)de et  (2.24y) y=TFa/a
En égalant ces deux solutions, nous obtenons la condition

/(a1 +c)dxr = Fv/ ai/a

De 14 nous obtenons les deux coefficients
(2.251) a=a1/([ (a1 +¢) da:)2 et (2.252) c=-a1 F ( al/a>
X

En profitant de ces deux résultats, nous obtenons deux équations différentie-
lles en formes

/
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/
(2.261) ' = o1 /([ (1 +¢) da:)2y2—|—c et (2.262) ¥ = ay®*—o F («/al/a>r.
Leurs solutions particulieres sont respectivement les fonctions (2.241) et
(2.245).
IT) En introduisant pour 1’équation (0.1*) l'inscription
YV =ar et ay’P+c=an
nous obtenons
(227) y=[opdx et (2.279) y=F/(ag—¢)/a
En égalant ces deux résultats et les résoudrant a l’égard a et ¢, nous
obtenons les expressions

(2.281) a=(az—0) /([ agdx)2 et (2.289) c=ar—a(/f a2d$)2.
De la résultent les équations différentielles
(2.299) y = |:(O52 —o/(f agdx)ﬂ y> +cet
(2.299) v =ay®+ as — a(f agdx)2
Leur solution particuliéere est la fonction
Yy = fozgda:

En se fondant sur les résultats obtenus, les solutions générales peut etre
obtenues aussi. Come le corollaire de ce raisonnement, nous avons le
théoreme:

Théoréme 2.2. Si I’ Hypothese B est satisfait, alors les équations
diférentielles (2.261), (2.262), (2.291) et (2.292) de Riccati (0.1*%) sont ef-
fectivement intégrables. Dans les cas cités, leurs solutions particulieres
sont déterminées respectivement par les expressions (2.241), (2.242) et pour
(2.291) et (2.299) par (2.30).

IIT) Le probleme de résoudre effectivement des criteres (A) - (F) par
rapport a i ou k=1,....6.

Du théoreme : Th. 2.1 du chapitre II de ce travail résulte, que tous
criteres intégraux (A) - (F), on peut traduire aux criteres différentiels. De
cela résulte qu’il suffit considérer les criteres (G) - (L). Nous avons démontré
aussi leur équivalence. En présent nous les désignions de nouveau par:

(B1) [ —) /b, —al(u — o) /b — 1 =0,

[V —a/a] 40/ —0)ja—pm =0
{(-oF VP dam;) j20} —e—p=0 .

/
T

)
3.3)
34)  [ua/bl, — alpa/0)> —c—ps =0 |
3.5)

)

;[\//T/alib\/m-c—uszo :

{(—b:F\/b2—|—4a(M6—c)> /2a};_M6:0 7

Remarquons, que dans les criteres (3.1) - (3.6), d’apres le fait que les fonc-
tions a, b, ¢ sont données par 1’équation (0.1), alors la fonction py, pour
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k =1,...,6 est une fonction inconnue. Elle figure aussi successivement
dans les solutions particulieres (v. [11] p.89). Il a lieu le théoréme suivant:
Théoreme 3.1. Si les conditions suivantes sont satisfaites:
a,bye,pu € Ok, (k=1,...,6),abc# 0,1 —c#0, (u2—c)/a>0 ,b*+
dapz >0, pg/b#0, ps/a>0, b>+4a(c— pg) > 0, alors les conditions
(3.1)-(3.6), on peut traduire a 1’équation de Riccati en forme
(3.7) v = a(x)v? + b(z)v + ()
ou abc # 0.
Démonstration. Pour démontrer ce théoreme nous introduisons la série
des substitutions

(3.8) v = (11 —¢) /b, (39 v=F(p2—¢) /a,
(3.10)v = <—b$\/b2+4au3> /2a, (3.11) v = g /b,
(3.12)v=F \/i/a.
(3.13) v = (—b F /02 +4da(c— u6)> /2a .
De la série (3.8)-(3.13) nous déterminons les fonctions ug. Nous avons
donc la série:

(3.14) pp=bv+c (3.15) pg =av®+c ,
(3.16) 3z = av?® +bv (3.17) pg=bv ,
(3.18) p5 = av? | (3.19) pg =av? +bv+c.

En substituant successivement les couples: (3.8), (3.14); (3,9), (3.15);
(3.10), (3.16); (3.11), (3,17); (3.12), (3.18); (3.13), (3.19) dans les expres-
sions (3.1) - (3.6), nous obtenons chaque fois I’équation (3.7) avec les coef-
ficients: a(x), b(x),c(x).

Considérons I'un de ces cas. Soit étre 'exemple 4. Nous avons le cas
suivant:

(3.11) v =pua/b; (3.17) pa =bv; (3.4) (pa/b)y — aua/b)? — ¢ — pa = 0;

En mettant (3.11) et (3.17) dans (3.4), nous obtenons ’équation

v —a(z)v? — b(z)v —c(x) =0
De la résulte I’équation (3.7). Analoguques procédures aux équations citées
conduitent aussi a I’équation (3.7). Remarquons encore que les fonctions
définies par la fonction v dépendent de trois coefficients a, b, ¢ de ’équation
(0.1). 11 a lieu le théoréme:
Théoreme 3.2. Si les fonctions a, b, c et les constantes r et ¢ satisfaitent les
hypotheses:
ae€C%, boeu,eCk, (k=1,..,6), abc#0, p —c#0,
(2 —c)/a>0, b>+daps >0, pg#0, ps/a>0, b*—4da(c—pg) >
0,
r€ R, g€ R\(0), x> 0,etlafonction c¢(x) est déterminée par la relation

(3200 @)= (1/a) (ax" + Yalb+ a'/a) Yo b+ afa)),
on peut la transformer par la substitution
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(3.21) v =(1/a) (Y - 1/2u>

ou

(3.22) u="b+d/a,

en ’équation spéciale de Riccati en forme
(3.23) Y =Y? 4 g

Démonstration. En mettant la substitution (3.21) et (3.20) dans ’équation
(3.7) avec les coefficients a, b, ¢, on obtient 'identité

(—d'/a?) (Y — 1/2u> +(1/a) (Y’ — 1/2u’> =a(1/d? (Y — 1/2u>2—|-

+b(1/a) (Y = You) + (1/a) (0 + Yyu? ~ Vu')
de 1a nous obtenons
(=a'/fa) (Y = Ypu) + " = You' =

2
= (Y — 1/2u> +b (Y — 1/2u> + qz" + 1/4u2 — 1/2’1/
d’ol - en faisant la réduction et la groupage des expressions analogues, nous
avons
Y'=Y2-Yu+ 1/4112 + (b+d/a) (Y - 1/2u> + gx" + 1/4112
d’olt, d’apres la détermination de u, on obtient I’équation (3.23).

Remarquons que ’équation (3.23) d’apres le théoreme de J. Liouville
(v.[11] p. 92, [5] p. 43-44, [17]p. 135-136 et aussi [13,15,16]) dévise
I’équation spéciale de Riccati sur deux classes 1'une quelle est effective-
ment intégrable si r = —2,r = 4k/(1 — 2k), si k - le nombre entier et
d’autre qu’on ne peut pas résoudre effectivement pour ¢ # 0,7 € R et
r# —=2,r #4k/(l — 2k), si k - le nombre entier.

De cela résulte que chaque équation (3.7) de Riccati correspondant a
I’équation (3.23) dans laquelle les fonctions inconnues sont les fonctions
ur(k=1,...,6) possede la classe qu’on peut résoudre effectivement et telle
qui ne peut pas résoudre effectivement.

Corollaire 3.1. I’équation de Riccati (3.7) dans laquelle coefficient c¢(x)
a la forme
o) = (1/a(@) (gz" + Ya(b(x) + () [a(@)* ~ Vo (b(a) + a'(2) a()),)
c. a d. ’équation
(3:24) ¥ = a(@)y? + by + (1/a(@)) (a0 + Ygu? = o)
ou u = b+ d /a, possede deux classes 'une qu’on peut toujours résoudre
effectivement et la seconde pour laquelle cela est impossible.

Parce que cette procédure peut étre répété pour chaque fonction ux(k =
1,...,6), alors on ne peut pas obtenir la solution particuliere de 1’équation
de Riccati dans chaque cas si g # 0,7 # —2,r # 4k /(1 —2k), ou k - nombre
entier sans zéro considéré a 'aide de 'intégrabilité effective.
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3. REMARQUES FINALES

Dans ce travail nous avons montré que les constatations suivantes sont
vraies:

1) Pour chaque équation de Riccati pour laquelle sa solution particuliere
est connue, on peut obtenir 1’équation pour laquelle sa généralisation est
effectivement intégrable (v. p. ex.: Exemple 1.1).

2) Pour chaque arbitraire I’équation de Riccati, on ne peut pas chercher
sur la route effective sa solution particuliere (v. Th. 3.2 et Corol. 3.1).

3) Les résultats donnés dans les monographies ([4], [5] et [15]) on peut em-
brasser par les nouveaux équations et élargir par nouvelles généralisations
(v. [6], [7], et [10], [11]).

4) La méthode de solution particuliere (MSP), présentée la premiere fois
dans le travail: Complément aux traités de Kamke et de Murphy. III. Publ.
Inst. Math. Beograd. Nouv. série, T. 22 (36) 1977 pp, 119-126, peut étre
appliquée aux équations linéaires du n-ieme ordre, que permet obtenir les
nouveaux résultats dans le domaine de l'intégrabilité effective (v. p.ex.
[10]).

REFERENCES

[1] L.M.Berkovié¢, N. Ch. Rozov, A, M. Ejsinsij, O samosoprjafennych i privodimych
linejnych differencialnych uravnenijach vyssich porjadkov i o nekotorych uravneni-
jach vtorogo porjadka, integriruemych w koneénom vide, Univ. Beograd, Publ. Elek-
trotehh. Fak. Ser. Mat. Fiz. No 230- No 241 (1968), p. 61-87.

[2] I.A.Dobodej¢, Ob integrirovanii uravnenija Rikkati ¢ otyskanii ¢astngo reSenija neko-
torych uravaenij, Diff. Urav. XIII (1977) 8, p. 61 - 87.

[3] E.Kamke, Différentialgleiehungen I, Gew ohnliche Différentialgleiehungen, 4 Au-
flage, Leipzig 1962.

[4] E. Kamke, Différentialgleichungen Liosungsmethoden und Lésungen I, Gewhnliche
Différentialgleiehungen, 6 verbesserte Auflage, Leipzig 1959.

[5] E. Kamke, Spravoénik po obyknovennym diffrencialnym uravnenijam, izdanie vtoroe,
Moskva 1961 (traduction de ’allemand).

[6] A. Kapcia, Compléments auz traités de Kamke et de Murphy, III. Quelques cri-téres
suffisants de l’intégrabilité effective de l’équation de Riccati avec deuz coefficients
arbitraires, Publ. Inst. Math, (Beograd), (NS) 22 (36) (1977) p. 119-126.

[7] A. Kapcia, Compléments auz traités de Kamke et de Murphy, V. Quelques classes
de l’équation de Riccati effectivement intégrables avec deux coefficients ar-bitraires
et le troisieme dépendant de ces deux et d’une fonction arbitraire, Publ. Inst. Math.
(Beograd), (NS) 26 (40) (1979), p. 113-129.

[8] A. Kapcia, Compléments auz traités de Kamke et de Murphy VII. Une méthode
de l’obtention des classes de I’équation différentielle linéaire et homogéne du second
ordre effectivement intégrables, Publ. Inst. Math. (Beograd), (NS) 35 (49) (1984), p.
68-74.

[9] A.Kapcia, On the problem of effective inegrability of Riccati differential equation and
of a linear differential equation of second order with the aid of particular integral,



(10]

(11]

(12]
(13]
(14]
(15]
(16]

(17]

SUR LES PROBLEMES DE POSSIBILITE ET DE L’IMPOSSIBILITE ... 23

Differential Equations and Applications I, Proc. Second Conf. 1981, Rousse 1982, p.
324-328.

A. Kapcia, Sur la méthode de l'intégrale particuliére et sur ses conséquences pour
l’équation de Riccati et pour les équations différentielles linéaires et homogénes
d’ordre supérieur, Ann. Soc. Math. Pol., Comm. Math. XLVII (2), (2007), p. 255-
283.

A.Kapcia, Sur les conséquences d’un théoréme de J. Liouville en matiere de pos-
sibilité et de limpossibilité de trouver effectivement des solutions particuliéres
d’équation de Riccati et linéaire du second ordre, Publ. Inst. Math. (Beograd), (NS)-
83 (97) (2008), p. 87-97.

J.Liouville, Remarques nouvelles sur l’équation de Riccati, Journal de Math. pures
et appliquées 6 (1841), p. 1-13.

N.M.Matwiejew, Metody catkowania réwnan rozniczkowych zwyczajnych, PWN,
Wraszava 1970 (traduction du russe).

R.R.Mkrtumjan, Ob odnom slucae integriruemosti linejnogo uravnenija wtorogo por-
jadka, Diff. Urav. (1979), No 3, p. 555-559.

G.M.Murphy, Ordinary Differential Equations and Their Solutions, Princeton, New
Jersey, New York 1960.

J.Muszynski, A.D.Myszkis, Rowania rdzniczkowe zwyczajne, wydanie 1, PWN
Warszawa 1984.

W.Nikliborc, Rownania rézniczkowe, Czese I, PTM Waszawa-Wroctaw 1951.



24 A. KAPCIA

3A ITPOBJIEMUTE OKOJIY MOKHOCTA 1 HEMOsKHOCTA 3A
E®EKTVBHO JTIOBVBAILE HA ITAPTUKYJIAPHW PEINIEHMJA
HA PABEHKATA HA PUKATU

Annpixej Kamuna

Peszuwme

Kopucrejkéu ro MmeTonoT Ha NapTUKYJIAPEH UHTETPaJl 3a paBeHKaTa Ha Pu-
KaTu cuMOBOIMUKY npeTcTaBeH Bo [10] u OpeTXoqHo mpuMeHeT BO TPyIoT [7]
pasrienaHa M IUCKYTUPAHA € MOMKHOCTa 3a MOOMBame Ha HOBU OOOMIITY-
Bama 3a e()EeKTUBHO MHTErpupame Ha paBenkara (0.1). 3a osa ce ropucrar
pesyaratute nobuwenu Bo [7] m pasenkara Ha Ojaep on BTOD CTeleH, 3a-
TOa MITO MOMEry OBUE PABEHKU MOCTOU KOPECHOHIeHIUja. [lokaxkaHO € meka
noctojat 90 KJIacu paBeHKU KOU Ce HMOOMNIITU OJ PaBeHKaTa Ha Pukatu xou
onrosapaaT Ha paBeHraTta Ha Ojaep oI BTOD PEA W CUTE OBUE DABEHKU Ce
edexkTuBHO MHTErpabuiau. Bo BTOpuoT mes ce ucomnTyBaaT CBOjCTBATA HA €K-
BUBAJIEHIM]a HA AU(EePEeHINjabMIHNTEe KPUTEPUYMU BOBEAEHU IPEKY METOJOT
HA NAPTUKYJapPEeH MHTErpPas BO [7] UM IUTUPAjKM T'M U DOKAKYBAJKM Tl TEO-
pemure 2.1 u 2.2 KOu I'm ONPENEIyBAAT HUBHUTE PEIUNPOUYHU pesanuu. Bo
TPETUOT AeJl OJ TPYIOT Ce€ KOHCTPYUPAaHU NMPUMEPU Ha paBeHKa Ha Purkaru
KOja MO:ke e(DeKTUBHO Jla Ce NHTerpUpPa M PaBEHKa 3a KOja TOa He € MOKHO. 3a
OBa, ce Kopuctu TeopemaTa Ha JlumyBun 3a cumenujanHaTa paBeHKa Ha Puratu
(T.3.2). IocTojaT KOHTUHYYM IU(YEPEHIUjATHA YCIOBU KOU C€ IUTUPAHU BO
oBaa 3abeJielKa KOM MOMKe Ia ce TPAHCPOPMHUpAaT BO CIEIUjaiHA DaBEHKA
Ha Pukaru 3a koja teopemara Ha JluyBui e 3am0mKUTEITHA.

INSTITUT MATHEMATIQUE ET INFORMATIQUE, L’ECOLE POLYTECHNIQUE, 42-201
CZESTOCHOWA, POLOGNE



