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ZA OBLIKOT NA REXENIETO NA EDNA
DIFERENCIJALNA RAVENKA OD VTOR RED

SO FUNKCIONALNI KOEFICIENTI

LAZO A. DIMOV

Apstrakt. Vo ovoj trud za diferencijalnata ravenka (2) se opre-
deluvaat uslovi taa da se svede na diferencijalna ravenka so ob-
lik (1) a potoa so formulite (2’), (3’) i (4’) se dobiva i nejzinoto
opxto rexenie.

1. Brojni tehniqki i tehnoloxki procesi pri nivnoto razrexu-
vaǌe se sveduvaat na diferencijalnata ravenka od vtor red so
konstantni koeficienti

y′′(t) + 2ay′(t) + b2y(t) = 0 (1)

kade xto a i b se dimenzionirani konstanti ([4]). Nie ovde od
mate-
matiqki aspekt ḱe gi smetame za bezdimenzionalni i pozitivni
konstanti.

Ravenkata (1) ima karakteristiqna ravenka

r2 + 2ar + b2 = 0

Nejzini rexenija se :

r1/2 = −a±
√
a2 − b2

i pritoa mo�e da se zapixat vo oblik

r1/2 = (−a

b
±
√
(
a

b
)
2
− 1)b = (−k ±

√
k2 − 1)b, k =

a

b
.

Sega vo zavisnost od goleminata na k opxtoto rexenie se dobiva
soglasno so formulite:

(2) za 0 < k < 1, y = e−btk(c1 cos lbt + c2 sin lbt), pritoa l =
√
1− k2.

Rexenieto vo ovoj sluqaj e oscilatorno.
(3) za k = 1, y = e−bt(c1 + c2t), rexenieto e monotona funkcija.
(4) za k > 1, y = c1e

btm + c2e
btn, pritoa m = −k −

√
k2 − 1, n = −k +√

k2 − 1, rexenieto e monotona funkcija.
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2. Ako vo diferencijalnata ravenka od vtor red so funkcionalni
koeficienti

y′′(x) + f(x)y′(x) + g(x)y(x) = 0, (2)

vovedeme nova nezavisnopromenliva so relacijata x = x(t), se do-
biva diferencijalnata ravenka

y′′(t) + [f(x)x′(t)− x′′(t)

x′(t)
]y′(t) + g(x)x′(t)2y(t) = 0. (3)

Za da ravenkata (3) se transformira vo diferencijalna ravenka
(1) treba da va�at relaciite:

f(x)x′(t)− x′′(t)

x′(t)
= 2a, (4)

g(x)x′(t)2 = b2. (5)

So eliminacija na x′(t) i x′′(t) od relaciite (4) i (5) se dobiva
relacijata

2g(x)f(x) + g′(x)

4g(x)
√
g(x)

=
a

b
= k. (6)

Sega so diferenciraǌe na (6) gi eliminirame parametrite a i b
i ja dobivame funkcionalnata vrska :

2f(x)g(x)g′(x)− 4g2(x)f ′(x)− 2g(x)g′′(x) + 3g′(x)2 = 0. (7)

A od relacijata (5) sleduva funkcionalna vrska meǵu starata i
novata nezavisno promenliva :

bt =

∫ √
g(x)dx. (8)

So ova nexto nie praktiqno ja doka�avme slednata

Teorema 1. Diferencijalnata ravenka (2) mo�e da se svede na
diferencijalna ravenka so konstantni koeficienti od oblik (1)
ako figuriraqkite funkcii f(x) i g(x) go zadovoluvaat uslovot
(7), a novata nezavisno promenliva t se dobiva od relacijata(8).
Pritoa opxtoto rexenie ḱe se dobie soglasno formulite (2), (3)
i (4) vo koi se zamenuva bt so (8) , a koliqnikot

a

b
= k se dobiva

so formulata (6).
Za opxtoto rexenie gi imame formulite:
(2’) za 0 < k < 1, y = e−k

∫ √
g(x)dx(c1 cos l

∫ √
g(x)dx+ c2 sin l

∫ √
g(x)dx),

kade xto l =
√
1− k2.

(3’) za k = 1, y = e−
∫ √

g(x)dx(c1 + c2
∫ √

g(x)dx).
(4’) za k > 1, y = c1e

m
∫ √

g(x)dx + c2e
n
∫ √

g(x)dx,pritoa m = −k −√
k2 − 1, n = −k +

√
k2 − 1.

Za prirodata na rexenieto mo�eme da ka�ime deka vo sluqajot
(2’) e oscilatorno, a vo sluqaite (3’) i (4’) e monotono.
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Primer 1. Vo diferencijalnata ravenka

y′′ + (c
√
x− 1

2x
)y′ + xy = 0,

figuriraqkite funkcii

f(x) = c
√
x− 1

2x
, g(x) = x,

go zadovoluvaat uslovot (7), za k od (6) se dobiva k = c
2 . Soglasno

formulata za smenata imame∫
g(x)dx =

∫ √
xdx =

2

3
x

3
2 .

Vo zavisnost od vrednosta na c gi imame slednite sluqai za rex-
enieto na diferencijalnata ravenka

1) za 0 < c < 2, y = e−
c
3x

3
2 (c1 cos

1
3

√
4− c2x

3
2 + c2 sin

1
3

√
4− c2x

3
2 ), rexe-

nieto e oscilatorno.
2) za c = 2, y = (c1 + c2x

3
2 )e−

2
3x

3
2 , rexenieto e monotono.

3) za c > 2, y = c1e
− c+

√
c2−4
3 x

3
2 + c2e

−c+
√

c2−4
3 x

3
2 , rexenieto isto taka

e monotona funkcija.

Primer 2. Ojlerovata diferencijalna ravenka od vtor red

x2y′′ + cxy′ + y = 0,

zapixana vo oblik (2) e

y′′ +
c

x
y′ +

1

x2
y = 0.

figuriraqkite funkcii

f(x) =
c

x
, g(x) =

1

x2
,

go zadovoluvaat uslovot (7), a za k od (6) se dobiva k = c−1
2 . So-

glasno formulata za smenata na nezavisno promenlivata imame∫
g(x)dx =

∫
1

x
dx = lnx.

Vo zavisnost od vrednosta na c gi imame slednite sluqai za rex-
enieto na diferencijalnata ravenka

1) za 1 < c < 3, y = x− c−1
2 (c1 cos

1

2

√
3 + 2c− c2 lnx+c2 sin

1

2

√
3 + 2c− c2 lnx),

rexenieto e oscilatorno.
2) za c = 3, y = (c1 + c2 lnx)

1
x , rexenieto e monotono.

3) za c > 3, y = c1x
1−c−

√
c2−2c−3
2 +c2x

1−c+
√

c2−2c−3
2 , rexenieto e monotono.
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Zabelexka. Vo [2] str.383 pr. 2.75 e doka�ano deka diferenci-
jalnata ravenka (2) so sliqna smena mo�e da se transformira vo
diferencijalnata ravenka so konstantni koeficienti

y′′ + ay′ + y = 0.

Ovaa ravenka e specijalen sluqaj od ravenkata (1) razgledana
ovde.
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ABOUT THE SHAPE OF THE SOLUTION OF ONE
DIFFERENTIAL EQUATION OF SECOND ORDER WITH

FUNCTIONAL COEFFICIENTS

Lazo A. Dimov

S u m m a r y

In this work about the differential equation (2) we determine the circumstances
in which we can transforme it in differential equation in the form (1) and then
with the formulas (2’), (3’) and (4’) we determine its solution.
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