EJEH HEIOCPEAFH JAOKA3 HA EJIHA TEOPEMA OJf OBJIACTA
HA HECBOJCTBEHUTE MHTEI'PAJIA OJf HENNPEKMHATH @YHKIUU

APATAH JUMWUTPOBCKIM

BooOuuaeno ¢ anmanutnuka (QyHkuuja na ce AeuHupa Ha €IeH O MO3-
HATUTE YETHPU PA3JIMYHK HayuHA, mely cede exkBuBaJieHTHM. Taxa TeopujaTa
Ha aHAJIMTHYKATE (QYHKLUMHM MOJXKE [la ce Pa3BMBA IO YCTHPHU MapalieIHi NATUINTA.
W pen pmenec ce padoTu Ha M3HAOTAWKETO BPCKM Mery YETUPUTE pPa3BOU, BO
CMHCOJI! HA MUHUMAaJTHOCTA.

Hypu Bo Hajckopo Bpeme e mokaxano (Connel E. H.: On properties of
analytic functions, Duke Mathematical Jornal, 1961, 73—81; Plunkett, Rhob:zrt
L.: A topological proof of the derivate of a function of a complzx variable,
Bull. Amer. Math. Soc., 65, 1959, 1—4.) co momour camo Ha MH(EPSHINJATHOTO
cMeTame Ha (YHIUKM OJ] KOMILICKCHA INPOMEHJINBA, Ja € W3BOJ Ha €Ha aHaJu-
THYKa (QyHKMja nax axHajanTuuka (yskmmja Bo mcrata odiact. Mako u3Munaa
noBeke O CTO TOJWHM WHTEH3WBEH PA3BUTOK Ha TeopujaTa HA AHATHTHYKHTE
¢yukiuu, ymre ox Bpemeto ma Cauchy OBOj OCHOBEH CTaB ce JOKaXXyBaile
NpPEeKy MHTErPajiHOTO cMeTame. BirarojgapeHue Ha OBOj HAOJ MHOTY TEOPEeMH O]I
odylacta Ha AU(EPEHIMIATHOTO CMETarhe Ha (YHKIUK OJ KOMIUIEKCHA TIPOMEH-
JIMBA MOXaT Jla OMAAT JOKaKaHW HAa HOB HAYWH, HE3aBHUCEH OJ MHTErPajiHOTO
CMETamE.

Bo oBaa nHoTa HMe ke jgajeme eICH JOKa3 HAa OCHORHATA Teopema 3a
€r3UCTEHIMjaTa HAa HECBOjCTBEHUTE MHTEIPAld OJ HEeNpeKWHaTH (YHKLUY, KOj
ITO J0Ka3 Hema ja ru kopuctu Cauchy-eBHTe MHTErpajHu TEOPEMMU, TYKY CaMO
deuuynpiaTta Ha aHamuTH4HA (QyHKOuja co momomr va Cauchy—Riemman-opurte
YCJIOBHM, M TIOMMOT HAa KOMIUICKCEH WHTerpaj. Taka u oBje yrmoTpedata Ha KOM-
TJIEKCEH MHTErPA € CBeleHa Ha HajMalla MOXHA Mepa.

ITo3naTta e cnepHata Teopema:
Hexka e

17 F(z) aHanuTuyHa (YHKIMja BO aroiioT
0<argz<{a (0<a< 2nm),
2° Heka Baxu

@)) lim z f (z) =0,

>0

2 bunren
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3° HecBOJCTBEHHMOT peajieH WHTErpas

+00
@) j () dx
)
HEKa TIOCTOH.
Toram mHTErpasIoT

3) [ f(2)dz
L

kage mro L e 3pakor z=Re!*, 0<_R< co HCTO Taka MOCTOM ¥ € CIHAKOB Ha
peannnor mHTerpan (2).

Topuata Teopema e TpuBujayHa mnociaenuna Ha Cauchy-sBaTa ocHOBHA
TEOpeMa Ia © WHTErpajioT OJi CeKOja aHAaJIMTHYKa (YHKUHja IO 3aTBOPEHA KOH-
Typa paBeH Ha HyJa.

MeryToa, xaxo jgoka3zoT ma camata Cauchy-esa Teopema € HOCTa KOM-
IIMOUpaH, cMeTaMe Jeka ke Oue OJf MHTepec [a [ajieMe €JIeH HEIJCpeaeH
II0OKa3 Ha TOPHHOT CTaB, GOPMYIMUPAH BO HEIITO IIOOMIUT OOJIUK.

Teopema.

Hexa e

1° f (z) amaymTruka QyHKIOUja BO odsacta
“ 0, <largz<0, (00, < 2%, i=1,2)

CO HCKIY4YOK Ha KOHEYeH OpPOj CHHIYJApHW TOYKM HA KOHEYHA JaJeYrHa OI KOW
HM e[Ha He JIeXU Ha eleH of 3pauure arg z=0; u arg z=0,.

2° Hexa Baxu

(3) J.f(z)dz—>0, Z> 00
[
xage C ¢ jak of Kpyrot |z|= R, ompenenen co (4).

Toramr mocTojaT HECBOJCTBEHUTE WHHTEIPANM KOU CE PEasieH M MMAarnHapeH
Jeq OJf WHTeTpasoT

+oo . N
©) [ {r®ope™" —r @ 0pe™'t ar
o | J
xane f(R, 0) 3Haum f(z) BO moNapHM KOOPIWHATH.

Joxa3. Hexa Baxu 1° u 2°. Toram oz 1° cnemysa ja 3a |z| = R JOBOJIHO
rojeMo BO cekoja Touka of jakoT C 3a f(z) ce ucnojmetu Cauchy—Riemman-
OBUTE YCIOBH
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™ ou v u ay
% ax ay" ay ax
a ox 2° cienysa

‘.(u+ iv) (dx + idy) 0, z = 00;

C

LITO € C€KBUBAJICHTHO CO YCJIIOBUTE

J'udx—vdy&o, VxE+ 2> o0;
c

@®)
jvdx%—udy—»O, V2 4 32 > oo.
c

Axo cera ycmosute (8) ru mpeBeleMe BO IOJAPHM KOODJAMHATH, JOOUBAME:

0,
F (R)=—R '[ Fu(R, 0) sin + v (R, 9)008} d0->0,R~> o0,
0,
9
® ezr
G(R)=R j u(R, 0)cos0—v (R, G)Sin] d0 -0, R-oo.
b L

1

Kako e mo ycmoB 1° f(z) amamutuusa ¢yukiuja, Toa ce Gyukmuute u (R, 0) i
v (R, 0) menpekunat mo R m 0, 3aeqHO CO CBOM NPBM HMApUUjaJiHU U3BOAU, 1A
3aT0a Bo F(R) uw G (R) e mo3BosieHO mu(epeHIHpare IO 3HAK Ha WHTErpai:

0 0,
F'(R) = ere'e R, 8)cos | d© Rfa”'e %Y cos 6 | db;
(R) = — | |u(R, 0)sin0+v (R, 0)cos — SRSA +51—{cos ;

0, 0,

0, 0,
G’R)—J.FRE) 0—v (R, 0)sin0|d0 + R| [ cosd— 2 sin0 |do
( -—e_u(, ) cosb—v (R, 0) sin ) aRcos,——a—Rsm A

1 - U

Axo ospe ru 3amernMe Cauchy—Riemman-oBuTe yciaoBu BO MOJAPHKM KOOPIUHATH

ou 1 av  ov I ou

(% 2R R0’ oR- R0

ac duBame 1O KyCO NpeCMETYBAILE;
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F'(R)=cosb, u (R, 0,)—sinb, v (R, 0,)—cos0, u (R, 0,) +sin0, v (R, 0,);
(11) M Ha UCTH Oa4uH
G' (R)=cosB, v (R, B,) +sinb, u (R, 0,)—cos0; v (R, 0,)-—sin0, u (R, 6,).

On xage co mHTerpupame mo R modusame uspasu 3a F(R) u G (R). Kako no
YCIIOB BaXU
lim F{R)y=0 mu [lim G(R)=0,

R > o0 R > o0

ciaesyBa JeKa IOCTOJaT HECBOJCTBEHUTE MHTEIPAJIH:

(12)

R

-

lim ‘[cosﬁ2 u (R, 0,)—sinB, v (R, 05)—cosh; u (R, 0,) + sinh, v (R, 61)] dR = Cy,
R—>00 ()

R ! T 3 s
lim [ [cos@2 v (R, 0,) +sinb, u (R, 0,)—cos0, v (R, 0;)—sin0; u (R, Ol)] dR = C,.

R->00 §

Axo ¢dopmupamMe KOMOWHALIHja OJ OBOj pPEalieH W MMAarMHapeH [eJl Ha HeKOj
HECBOJCTBEH KOMIJIEKCEH MHIETpall, AoduBame

R
(13) F(R)+iG(R) = j [e"ﬁzf(R, 0,)—e: / (R, 61)} dR.
0
Kako Baxu (12), Toa ciemysa
R
lim [ [f(R, 0,) e — (R, 0)) eiel] dR=C,+1iC,
R—>00 ()

T. €. MOCJHECIHUOT KOMILJICKCCH HCCBOjCTBeH UMHTErpaJl mocTtou, CO IUTO € JOoKa-
XXaHa Teopemarta.

Hoxa3oT Bo OrOj ciyuaj € HesaBucen of Cauchy-esaTa ocHOBHa Teopema
a € WHTerpajoT O aHaJIuTu4Ha (yHKIHja 1O 3aTBOpPEHA KOHTYpa €IHAKOB Ha
Hyna. OBae ce gomymrTa (QYHKIMjaTa BO BHATPEINIHOCTA KaKoO M BO HaJBOpELI-
HOCTA Ha 3aTBOpEHATA KOHTypa Ha MMa W CHHIYJApHTETH.

AKxo cera gomyuwTuMe Aa IOCTOM
+ oo
j‘f(R, 0,) e dR
0 i

TOramri O MOCJICIHOTO PAaBCHCTBO ClCHyBa [ACKa NOCTOHM W
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R
lim Jf(R, 0,) e9: dR
R—>o00 0
M TOj MHTETpall M3HECyBa
+o00 +00

o

f(R, 0,)e®:dR=C;+iCy + jf(R, 0,) e0: dR,

0 0

T. €. MHTErpajuTe 10 JABaTa 3paka MOCTojaT M Mery cede ce pasimmKyBaaT 3a
kouctanta C;+1iC, (BO 0BOj ciy4yaj 27 i X 30up Ha octaTtoumte Ha F (z) 3a
CHHIYJIADUTETHTE BO KOHTypaTa), a INTO MOXE /la Ce JOKaXe IO Majio TOCNO-
*eH maT co mpumena Ha Cauchy-eBaTa Teopema 3a ocTaTOILMTE.

™

2 .
noduWBaMe TO3HATH TEOPEMHM KOM YeCTO Ce IoJI3yBaaT 3a TNpecMeTyBaibe Ha
pealiHi HECBOJCTBEHW WHTETPAJIM.

CraBajku Bo crenmjanmexn caywaj 0,=0 u O,=x, wmm 0,=0 u 0,=

Dragan Dimitrovski
UNE DEMONSTRATION IMMEDIATE D’UN THEOREME SUR LES
INTEGRALES IMPROPRES
Résumé

A partir de la définition d’une fonction analytique par les relations de
Cauchy — Riemman, et de la notion d’intégrale complexe, auteur démontre le
théoréme suivant se rapportant a la convergeance des intégrales impropres:

1° Soit f(z) une fonction analytique dans la region
0, <argz< 0, (0<C0,<2r)

exclusion faite d’'un nombre fini der points a distance finie dont nulle ne se
trouve sur les rayons arg z=10; et arg z=0,.

2° f(2) juit de la propriété
jf(z) dz=>0, z-> o
C

la ligne C étant déterminée par: [z|=R, 0,<Cargz < 0,.
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Alors existent les deux intégrales impropres représentant respectivement
les parties réelle et imaginaire de l'intégrale:
+00

jif(Reeli) ebil _f (Reezi) eeli} dR
0o U

Ce théoreme d’ailleurs représente un corollaire du théoréme de Cauchy
sur les résidus. La démonstration ci—dessus est directe, n’employant pas le
formalisme du calcul intégral complexe.



