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ZA NEKOI AFTOMORFIZMI VO AFINITE PROSTORI

ELENA HA�IEVA1, ǈUBIXA KOCIḰ2

Apstrakt. Vo trudov razgleduvame afini preslikuvaǌa defini-
rani na afini prostori, i specijalno na realniot afin prostor
Am. Ja davame nivnata matriqna reprezentacija preku realna koloniqno-
stohastiqka matrica. Poka�uvame deka sekoja linearna transfor-
macija definirana na Rm mo�e da se razgleduva kako afina trans-
formacija definirana na Am. Poka�uvame va�na osobina - svoev-
idna komutativnost na kompozicija na afini preslikuvaǌa.

1. Voved

Definiciite od vovedot se voglavno prevzemeni od [3].

Definicija 1.1. Afin prostor e trojkata 〈E,
−→
E ,+〉, kade xto E e

neprazno mno�estvo od toqki,
−→
E e vektorski prostor, a + : E ×

−→
E → E

e operacija koja gi zadovoluva slednive relacii:

(A1) a + 0 = a, za sekoja a ∈ E.

(A2) (a + u) + v = a + (u + v), za sekoja a ∈ E, za sekoi u,v ∈
−→
E .

(A3) Za proizvolni dve toqki a,b ∈ E postoi edinstven vektor u ∈
−→
E ,

taka xto a + u = b.

Pod dimenzija na afiniot prostor 〈E,
−→
E ,+〉 ḱe ja podrazbirame di-

menzijata na vektorskiot prostor
−→
E .

Praznoto mno�estvo, po definicija e afin prostor.

Edinstveniot vektor u ∈
−→
E od (A3) se oznaquva so ab ili pak b − a.

Pa taka, mo�e da se zapixe

b = a + ab ili b = a + (b− a).
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Ako na proizvolna toqka a ∈ E i’ dodelime uloga na koordinaten
poqetok, togax postoi biekcija f : E →

−→
E definirana so f(b) = ab,∀b ∈

E, koja ni ovozmo�uva E da go identifikuvame so
−→
E . Na toj naqin, na

afiniot prostor 〈E,
−→
E ,+〉 mu se dodeluva vektorska struktura, so mo�-

nost za sloboden izbor na koordinatniot poqetok. Koga ḱe se napravi
izbor za koordinaten poqetok, na primer a, togax ḱe smetame deka E e
vektorski prostor.

Primer 1.1. Sekoj vektorski prostor
−→
E e i afin prostor, ako se izbere

E =
−→
E , a operacijata ”+” da e operacijata sobiraǌe vektori. Speci-

jalno, afiniot prostor 〈Rm,Rm,+〉 se oznaquva so Am i se narekuva
realen afin prostor so dimenzija m.

Za proizvolna familija toqki {ai}i∈I od E, za proizvolna familija
od skalari {λi}i∈I , takvi xto

∑
i∈I

λi = 1, toqkata a +
∑
i∈I

λiaai ne zavisi

od izborot na a ∈ E ([3]). Ovaa toqka se narekuva afina (ili bari-
centriqna) kombinacija na toqkite ai so te�ini λi, i se oznaquva so∑
i∈I

λiai.

Lema 1.1. Neka (ai)i∈I e familija toqki od afiniot prostor 〈E,
−→
E ,+〉.

Ako familijata vektori (aiaj)j∈I\{i} e linearno nezavisna za nekoe i ∈ I,
togax e linearno nezavisna za sekoe i ∈ I.

Definicija 1.2. Familijata toqki (ai)i∈I od afiniot prostor 〈E,
−→
E ,+〉

e afino nezavisna ako familijata od vektori (aiaj)j∈I\{i} e linearno
nezavisna za nekoe i ∈ I. Familijata od toqki (ai)i∈I od E e afino
zavisna, ako ne e afino nezavisna.

Definicija 1.3. Vo dadenm-dimenzionalen afin prostor 〈E,
−→
E ,+〉 afi-

na baza so koordinaten poqetok am+1 e familijata (a1, . . . ,am,am+1) od
m+ 1 - na toqka od E, takva xto vektorite (am+1a1,am+1a2, . . . ,am+1am)

se baza vo
−→
E . (Afinata baza so koordinaten poqetok am+1 mo�e da se

pretstavi i kako par (am+1, (am+1a1, . . . ,am+1am))). Togax za sekoj x ∈ E
postoi edinstvena familija skalari (x1, x2, . . . , xm), taka xto x mo�e da
se pretstavi kako

x = am+1 + x1am+1a1 + . . .+ xmam+1am.

Skalarite (x1, x2, . . . , xm) gi vikame koordinati na x vo odnos na afi-
nata baza (am+1, (am+1a1, . . . ,am+1am)). Ponatamu, sekoj x ∈ E mo�e da
se zapixe kako

x = λ1a1 + . . .+ λmam + λm+1am+1
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kade (λ1, . . . , λm, λm+1) e edinstvena familija skalari, za koi va�i deka
m+1∑
i=1

λi = 1, i koi se narekuvaat baricentriqni koordinati na x vo

odnos na afinata baza (a1, . . . ,am,am+1).

Koordinatite (x1, x2, . . . , xm) i afinite koordinati (λ1, . . . , λm, λm+1)

se povrzani so relaciite λi = xi, i = 1, 2, . . . ,m, λm+1 = 1−
m∑
i=1

xi.

Specijalno, ako edna toqka - vektor od Rm ima koordinati (x1, . . . , xm)
vo odnos na vektorskata baza (am+1, (am+1a1, . . . ,am+1am)), togax tie se
sovpaǵaat so koordinatite na toqkata vo odnos na afinata baza (am+1,
(am+1a1, . . . ,am+1am)), a afinite koordinati na taa toqka vo odnos na

istata afina baza se (x1, . . . , xm, 1−
m∑
i=1

xi).

2. Nekoi osobini na afinite preslikuvaǌa vo Am

Definicija 2.1. Neka se dadeni dva afini prostori, 〈E,
−→
E ,+〉 i 〈E′,

−→
E′,+′〉.

f : E → E′ e afino preslikuvaǌe ako za sekoja familija od te�inski
toqki ((ai, λi))i∈I ,

∑
i∈I

λi = 1, va�i

f

(∑
i∈I

λiai

)
=
∑
i∈I

λif(ai)

So drugi zborovi, preslikuvaǌeto f : E → E′ e afino, ako gi zapazuva
afinite kombinacii.

Ponatamu ḱe razgleduvame samo afini preslikuvaǌa, koi se defini-
rani na realniot afin prostor, i koi se aftomorfizmi.

Zabelexka. Za da bide edno afino preslikuvaǌe definirano, do-
volno e da se poznati slikite na toqkite od afinata baza.

Definicija 2.2. Matricata S = [sij ] e koloniqno stohastiqka, ako
zbirot na elementite od sekoja nejzina kolona e 1.

Vo slednava teorema ḱe poka�eme deka sekoe afino preslikuvaǌe ima
svoja matriqna reprezentacija preku kvadratna realna koloniqno-sto-
hastiqka matrica. Zaradi matriqnata reprezentacija, opravdana e oz-

nakata


λ1

λ2

...
λm+1

 za afinite koordinati.
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Teorema 2.1. Sekoe afino preslikuvaǌe f : Am → Am ima matriqna
reprezentacija preku realna koloniqno-stohastiqka kvadratna matrica
od red (m+1)×(m+1). I obratno, sekoja realna koloniqno-stohastiqka
matrica definira afino preslikuvaǌe vo E.

Dokaz. Neka (a1, . . . ,am,am+1) e afina baza vo Am i neka afinoto pres-
likuvaǌe f e zadadeno so

f(ai) = bi, i = 1, 2, . . . ,m+ 1. (1)

Bidejḱi ai e toqka od bazata, nejzinite afini koordinati se od ob-
lik (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), pri xto elementot 1 e na i-tata pozicija. Neka
afinite koordinati na toqkata bi = f(ai) se (s1i, s2i, . . . , sm+1,i), i =

1, 2, . . . ,m + 1, pri xto mora da va�i
m+1∑
j=1

sji = 1. Ravenstvoto (1) mo�e

da se zapixe vo oblikot

f(ai) = s1ia1 + s2ia2 + . . .+ sm+1,iam+1, i = 1, 2, . . . ,m+ 1, (2)

odnosno vo oblikot

f





0
...
0
1
0
...
0




=


s1i

s2i

...
sm+1,i

 , i = 1, 2, . . . ,m+ 1. (3)

Poslednovo e ekvivalentno na

f





0
...
0
1
0
...
0




= S ·



0
...
0
1
0
...
0


⇔ f(ai) = Sai, (4)

kade xto S = [sij ]
m+1
i,j=1. S e realnata koloniqno-stohastiqka matrica koja

go pretstavuva preslikuvaǌeto f .

Obratno, neka e dadena realna koloniqno stohastiqka matrica S. So
ravenstvoto

ai 7→ Sai (5)

e zadadeno preslikuvaǌe, za koe so elementarni matriqni kalkulacii
mo�e da se poka�e deka za proizvolna (najmnogu prebroiva) te�inska
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familija od toqki (ci, λi), va�i S ·

(∑
i∈I

λici

)
=
∑
i∈I

λi(S ·ci), xto ḱe znaqi

deka preslikuvaǌeto definirano so (5) e afino. �

Definicija 2.3. Afinata baza koja xto soodvetstvuva na standardnata
vektorska baza vo Rm, (O, (Oe1,Oe2, . . . ,Oem)), ḱe ja vikame standardna
afina baza.

Vo standardnata afina baza toqkata O ḱe ja oznaquvame so em+1,
odnosno standardna afina baza ḱe ni bide (e1, . . . , em, em+1). Spored
diskusijata posle definicijata 1.3, ako toqkata x ∈ Rm ima dekartovi
koordinati (x1, x2, . . . , xm), togax nejzinite afini koordinati vo odnos

na standardnata afina baza ḱe bidat (x1, . . . , xm, 1 −
m∑
i=1

xi), ili vo mat-

riqen oblik, [
Em | 0

−1T | 1

] [
x
1

]
,

kade xto Em e ediniqnata matrica od red m.

Teorema 2.2. Neka f : x 7→ Ax+b, kade xto A e realna kvadratna matrica
od red m, a b e vektor-kolona od red m, e linearna transformacija vo
Rm, pri xto koordinatite na vektorite se vo odnos na standardnata
vektorska baza. Ako f go razgleduvame kako preslikuvaǌe vo prostorot
Am so standardnata afina baza, togax toa e afino preslikuvaǌe, pri
xto koloniqno-stohastiqkata matrica koja go pretstavuva f ima oblik

S = Qm

[
A | b
0T | 1

]
Q−1

m , kade xto Qm =

[
Em | 0

−1T | 1

]
. (6)

Dokaz. Za da koloniqno-stohastiqkata matrica S soodvetstvuva na pres-

likuvaǌeto f , treba sekoja toqka od oblikot
[
Em | 0

−1T | 1

] [
x
1

]
da

ja transformira vo toqka
[
Em | 0

−1T | 1

] [
Ax + b

1

]
, odnosno treba da

va�i:

S

[
Em | 0

−1T | 1

] [
x
1

]
=

[
Em | 0

−1T | 1

] [
Ax + b

1

]
. (7)

Poslednovo ravenstvo mo�e da go zapixeme vo oblik

SQm

[
x
1

]
= Qm

[
A | b
0T | 1

] [
x
1

]
.

Bidejḱi ova treba da va�i za sekoj x ∈ Rm, sleduva deka

SQm = Qm

[
A | b
0T | 1

]
,
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xto e ekvivalentno so ravenstvoto (6). Vaka dobienata matrica S, e
kvadratna, realna i koloniqno-stohastiqka, pa spored prethodnata teo-
rema, definira afino preslikuvaǌe. �

Zabelexka. Eksplicitniot oblik na matricata S izrazena preku el-
ementite na matricata A i vektorot b, e:

S =



b1 + a11 b1 + a12 . . . b1 + a1m

b2 + a21 b2 + a22 . . . b2 + a2m

...
...

. . .
...

bm + am1 bm + am2 . . . bm + amm

1−
m∑
i=1

(bi + ai1) 1−
m∑
i=1

(bi + ai2) . . . 1−
m∑
i=1

(bi + aim)


. (8)

Da napomeneme deka od interes na naxata rabota se samo nedege-
nerativni afini preslikuvaǌa. Isto taka, od praktiqen interes ni
e da smetame deka afinite preslikuvaǌa se ednoznaqno opredeleni so
koloniqno-stohastiqkata matrica od teorema 2.1, bez ogled na bazata na
afiniot prostor. Vsuxnost, ne se vrzuvame za bazata, tuku se vrzuvame
za transformacijata: translacija, rotacija, homotetija, nakosuvaǌe.
Mo�e i da gi narekuvame, afini preslikuvaǌa nezavisni od afinata
baza. Taka na primer, ako (ai)

m+1
i=1 e baza vo Am, togax koordinatite na

f(a) (kade xto a e proizvolna toqka od Am), vo odnos na bazata (ai)
m+1
i=1 ,

ḱe bidat isti so koordinatite na f(f(a)) vo odnos na bazata (f(ai))
m+1
i=1 .

(Poslednava familija e baza, bidejḱi f e nedegenerativno.)

Teorema 2.3. Ako barem edno od afinite preslikuvaǌa f ili g defini-
rani na Am e nezavisno od afinata baza, togax f i g komutiraat meǵu
sebe.

Dokaz. Neka (a1, . . . ,am,am+1) e afina baza vo Am. Neka preslikuvaǌe-
to f e nezavisno od afinata baza, so koloniqno-stohastiqka matriqna
reprezentacija S. Toa znaqi deka

f(ai) = bi = s1ia1 + s2ia2 + . . .+ sm+1,iam+1, i = 1, 2, . . . ,m+ 1.

Neka g e dadeno so g(ai) = ci, i = 1, 2, . . . ,m + 1. Togax, za proizvolno
i ∈ {1, 2, . . . ,m+ 1} va�i

(g ◦ f)(ai) = g(bi) = g(s1ia1 + s2ia2 + . . .+ sm+1,iam+1) = (9)

= s1ig(a1) + s2ig(a2) + . . .+ sm+1,ig(am+1) =

= s1ic1 + s2ic2 + . . .+ sm+1,icm+1.

Od druga strana pak, bidejḱi f e nezavisno od afinata baza,

(f ◦ g)(ai) = f(ci) = s1ic1 + s2ic2 + . . .+ sm+1,icm+1.
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Znaqi (f ◦ g)(ai) = (g ◦ f)(ai) vo odnos na bazata (c1, . . . , cm, cm+1). Ova
svojstvo va�i za sekoja toqka od afinata baza, znaqi ḱe va�i i za site
toqki od Am. �

Svojstvata na afinite preslikuvaǌa i afinite prostori voopxto,
dadeni vo teoremite 2.1, 2.2 i 2.3., imaat ne samo va�na, tuku i xiroka
primena. Edna od pova�nite oblasti na primena e geometrisko modeli-
raǌe i kompjuterska grafika ([4]) so akcent na generiraǌe polinomni
i splajnovi krivi i povrxini so slobodna forma. Osven ”glatki” ob-
jekti, mo�na e i primena vo modeliraǌeto na fraktalni objekti, so koe
se zanimava disertacijata [1]. Tokmu ovoj moment na mo�na primena na
istiot metod na generiraǌe klasiqni i fraktalni geometriski formi
im dava na afinite transformacii posebna te�ina. Osnovite za taka
orientirana primena na afinite transformacii se postaveni vo [8] i [9].
Ponatamoxni teoriski istra�uvaǌa vo taa nasoka se sprovedeni vo [2],
[5] i [7]. Sledna primena na afinite avtomorfizmi e kaj takanareqenite
”L-sistemi” koi se vovedeni od strana na Lindenmayer i Prusinkiewicz ([6]).
Vo vrska so ova, vo [6] e poka�ano otsustvo na afina invarijantnost na L
- sistemite. Sledna va�na primena e povrzana so iterativnite metodi
za rexavaǌe na sistem od linearni ravenki, a konkretno za Jakobieviot
metod i metodot na Gaus-Zajdel.

3. Zakluqok

Vo trudov e najdena matriqna reprezentacija vo forma na realna
koloniqno-stohastiqka matrica na afino preslikuvaǌe definirano na
realniot afin prostor Am. Na toj naqin ovozmo�uvame linearna trans-
formacija definirana na Rm da se razgleduva kako afina transforma-
cija definirana na Am. Teoremata 2.2 ja dava vrskata pomeǵu mat-
ricite xto gi definiraat linearnata trnasformacija i soodvetnata
afina transformacija. Poka�ano e edno va�no svojstvo na afinite
transformacii, svoevidna ”komutativnost”, od osobena va�nost pri ge-
ometriskoto modeliraǌe bazirano na afini transformacii.
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ON SOME AUTOMORPHISMS ON THE AFFINE SPACES

Elena Hadzieva, Ljubǐsa Kocić

S u m m a r y

This paper deals with the affine mappings defined on affine space, especially on
the real affine space Am. Their matrix representation in the form of real column-
stochastic matrix is given. We show that every linear mapping defined on Rm

can be observed as an affine mapping defined on Am. We also show an important
property - a special commutativity of the composition of two affine mappings.
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