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BLOK DIZAJNI I {n,n+m]-RESETKE

Alija Mandak

Abstract. U radu se prouéa&a veza izmedju blok dizajna i
[n,n+m]~reSetaka i dokazuje da su [n,n+m]-re3Setke blok dizajni
ako i samo ako je n=2, m=q-1. Za kona&ne [n,n+m]-redetke daje
se ogranidenje za broj paralelnih klasa r=m+n.

1. Uvod. Prvo uvodimo neke osnovne definicije i oznake koje

¢emo kasnije koristiti.

Struktura incidencije je trojka D=(V,B,I) gde su V i B dva
disjunktna skupa a I €VxB.

(P,b)e€I, PeV, beEB, testo pi%emo PIb i upotrebljavamo obi&ne geo-
metrijske izraze: ,Taka P pripada bloku b", .blok b prolazi
kroz tac¢ku P", ,P i b su incidentni" itd.

Definicija 1.1. Za strukturu incidencije D=(V,B,I) kaZe se

tako da kroz svaku tadku Pe€V prolazi ta&no jedan blok bieBi za
svako i=l,...,m. Za By/Byye.esBy ka%e se da su klase paralelnosti.

Definicija 1.2. Re$iva struktura incidencije D=(v,B,I) gde
je B=B,UB,U...UB

, n>2, m>1l, zove se n-dimenzionalna

n+m’ & 7 S T 7 S AEEE EE N LSoSuSsIoosss
n+m-re¥etka (ili prosto [n,n+m]-reSetka) ako za svaku injekciju
. 1)_‘ . — . .
[ Nn Nn+m i svako bseBo(s)’ s=1,2,...,n, postoji ta&no jedna

ta&ka Pev tako da je PIb, 'za sve s€N .

Dobro je poznato (vidi [1]) da postoji ekvivalencija izme-
dju teorije [n,n+m]-reSetaka i [n,m]-kvazigrupa.

Definicija 1.3. Kona&na struktura incidencije D=(V,B,I)

ispunjeni sledeé¢i uslovi:

1)

Nné{1,2,...,n}
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i) |v] = v
ii) Kroz bilo koje dve talke prolazi ta&no A blokova:
iii) Svaki blok sadrZi isti broj tadaka k.
Blok dizajn sa parametrima (v,k,») obeleZava se sa SA(Z,k,v).

Ako je » = 1 onda se piSe prosto S(2,k,v).

Definicija 1.4. Re#iva struktura incidencije D=(V,B,I) zove

blok ima istu duZinu) i ako se bilo koja dva neparalelna bloka
seku u u tacaka.

2. Neki osnovni rezultati. Izlo%ifemo neke poznate rezultate

koji su potrebni za dokaz teoreme 1.3.

Sve klase paralelnih blokova B, ,,...,B jedne [n,n+m]-re-

n+m
Setke imaju isti broj blokova g. Bilo koja dva neparalelna bloka

seku se u g" *-tadaka. Du¥ina blokova je q" .

Takodje dobro je poznato da je svaki blok dizajn S1(2,q,q2)

afina ravan reda q.

Ako je s-broj blokova jedne klase paralelnih blokova, r-
broj klasa paralelnih blokova jednog afinog dizajna D=(V,B,I)
tada

vl = v = s2u, k = su, |B] = b = sr.
Dakle kojeficijenti (s,r,u) potpuno odredjuju afin dizajn koji
se obeleZava sa Sr(l,su,szu).

Iz definicije [n,n+m]-reSetki i iz gore izloZenog sledi da

je svaka [n,n+m]—re§etka afin dizajn sa kojeficijentima

-1

(q,n+m,q""%), k=¢"7", b=(n+m)-q, t.3. S, (1,q" ,q".

Sledefa teorema karakterife blok dizajne pomoéu afinih

dizajna.
Teorema 2.1. (Jungnickel 1978) Ako je D=(V,B,I) afin dizajn
Sr(l,qu,qzu) onda
r < (g%n-1)/(g-1).

Jednakost va¥i ako i samo ako D je blok dizajn.
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3. Sledeca teorema karakteriZe [n,n+m]-re§etke pomodéu blok
dizajna i obratno 3to je glavni rezultat ovog rada.

Teorema 3.1. [n,n+m]-reXetka D=(V,B,I), B=BUB,U...UB .,
je blok dizajn ako i samo ako je n=2, m=q-11). Parametri (v,k,2)
tog dizajna su v=qn=q3, x=1, k=q, t.j. taj dizajn je konadna afi-
na ravan.

Dokaz. Kako svaki blok kona&ne [n,n+m]—re§etke sadrZi k=qn-1
tadaka i svaka klasa Bi, i=1,...,n+m, ima g-blokova, sledi da je
ukupan broj tadaka |V|=v=q™. Dakle za svaku kona&nu [n,n+m]-re~
Setku vaZe uslovi i) i iii) iz definicije blok dizajna. Ostaje
ispitati uslov ii). Neka je D=(V,B,I); B=B1LJ...LJBn+m, kona&na
[n,n+m]-reSetka gde je IBil=q, i=1,2,...,n+m, |V]|=q®, b=k=q"~"
za bilo koji blok beB. Sve blokove klase Bi oznale se sa
b;,b;,...,b?, i=1l,...,n+m i defini%e se preslikavanje

£: B1xB2x....xBn - Bn+1x...xBn+m

na sledeéi nadin: Za svako (b1,...,bn)eB1xB2x...xBn

£(by,byseeuub) = (b crbp ) <=>

n+1’°°
PIbn+j'
PIbs z2a sve s€N_. Od definicije [n,n+m]-resetke sledi da za

za sve jeNm, gde je PeV jedinstvena tadka tako da je

svako (a1,a2,...,an)eB1xB2x...xBn i svaku injekciju ¢: Nn - Nn+m

postoji jedinstveno

(b1,b2,...,bn+m)€B1szx...xBn+m
tako da je
b¢(1)=a1,b¢(2)=a2,...,b¢(n)=an
i
f(b1,...,bn) = (bn+1""’bn+m)'
Drugim recima, za svako (b1,...,bn,bn+1,...,bn+m)eB1xB2x...xBn+m
tako da je f(b1"‘"bn)=(bn+1""’bn+m)’ bilo koje n-koordinate

jednoznaéno odredjuju preostale m-koordinate. Koristedi ovu
osobinu preslikavanja f dobijamo da je:
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(b2 b )

1 1 1
£(b],...,b1_,b}) N pareeesblin

£(b),..o,b]_ ,b3) = (b, s..e, bR )
£(bl,...,bp_,bd) = (b7, ,...sbE D)

gde su b;,...,bg svi blokovi klase B, i=n, n+l,...,n+m. Nizovi
1 b]
blokova (bn,...,b ,b bn+1""' n+m

tacke Pj! j=1,2,...,q imaju iste prve n-1 &lanove b1,...,b

) koji odredjuju jedinstvene
n-1"
oOtuda kroz bilo koje dve talke Ps, Pt' s#t, s, t=1,2,...,9 pro-

lazi ta%no (n-1)-blokova b:,...,b; . Vrednost funkcije

-1
£(b},...,by_,,b2_ /b))

ne sadr#i nijedan od blokova bn+1""’bn+m jer se

(b1,..-,bn_2,b;_1,bn) i (b1,...,b;_2,bn_1,bn) razlikuju jedino
y 3 i 'd4 1 1 1
po (n-1)-voj komponenti b1 #b; 1] Takodjejf(b1,...,bn_z,b;_1,bn)
‘sadrzi najvise jedan od blokova bn+1"2"bn+m'
(b, weesbl b2 b2) i (B}, ...,bi_, /b3y, 3=2,...,q razlikuju po

poslednje dve komponente. Vrednost funkcije f(b1,...,b 1,b1) je

j=2,...,9 jer se

m-torka blokova koji pripadaju raznim klasama paralelnik blokova.
0d prethodne diskusije sledi da se blokovi ove m-forke mogu raz-
biti na g-1 najvi¥e jednoelementnih podskupova od Zega sledi da
jem < q-l1).

Ako je m < g-1 onda f(b],...,b2_ ,b;) ne sadr¥i nijedan od
blokova b3+1,...,b%+m ({bar za jedno j=2,...,q). Tada kroz tacke
P (odredjene blokovima b:,...,b;_1
blokova b:,...,b;_2 i posmatrana refetka za m < g-1 i bilo koje

n > 2 nije blok dizajn.

,b;) i Py prolaze ta&no (n-2)-

Ako jem = g-1 i n > 2 onda vrednost funkcije
1 1 2 2 1
f(b1,...,bn_s,bn_z,bn_1,bn)

je m-torka blokova koji pripadaju raznim klasama paralelnih blo-
kova. Ako bi ova m-torka sadrala bar po jedan od blokova

b%+1,...,b3+m za sve j=1,...,q onda bi se mogla razbiti na g

Jy {1] i [2]) na druga dva na%ina dokazano je da je m £ g-1
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najmanje jednoelementnih podskupova. Otuda sledi da jem 2 ¢ Sto
protivuredi predpostavci da je m = g-1. Dakle vrednost funkcije

f(b1,...,b1 3,b b’_1,b;) ne sadrZfi nijedan od blokova

n-2'
bg+1,...,b bar za jedno j=1,2,...,9. Ako ne sadrZi nijedan od
blokova bl +1""’b;+m’ onda kroz tacke Q (odredjene blokovima

bise.esb) 3'bn—z'bn—1'b ) i P, prolazi taZno (n-2)-blokova
b:,...,b1 3,b . Ako ne sadril nijedan od blokova bJ pareee bJ

n+m’
j=2,...,q, onda kroz tacke Q i Pj prolazi taéno (n 3) -blokova
b:,...,b; -3+ Dakle u oba slufaja posmatrana reSetka nije blok

dizajn.

Ostaje slufaj kada je n=2, m=g-l. Koristedéi osobine gore
definisanog preslikavanja

f: B,xB, = Bz+1x"'XBz+m

dokazacdemo da kroz bilo koje dve talke prolazi jedinstven blok1).
Neka su P i Q dve proizvoljne talke posmatrane reSetke odredjene
blokovima (b b ) i (bs bt) respektivno. Tada

£(b%,b]) = (bgyqreeesby )

£(b5,60) = (b8, ,...,bR, )
2 19y = (pd a

£(b /b3) = (bz+1 7B

Ako je t=h tada s#%, jer su P i Q dve razlidite taéke i vrednost
h

2+1”"'bz+m)

jer se (b,,bz) i (b b ) razlikuju samo po prvoj komponenti

bz#bf Takodje f(b1,b2) sadrZi ta¢no po jedan od blokova

funkcije f(b,,b,) ne sadrzl nijedan od blokova (b

: . [ T s .h
bg+1 bg+m za svako je{1,2,...,g\{h} jer se (b1,b2) i (b7,b3)
razllkuju po obe komponente i jer je m = g-1. Otuda

£65,65) = £(65,00) = b2 {1, . pelam)

gde je ¢ neka bijekcija skupa {1,2,...,9-1} u skup {1,2,...,a}\{h}

h

i kroz tacke P i Q prolazi jedinstven‘bok b’,. S8li&no, ako je

s=% onda t # h i

sty o Loty o o p¥(M) v{g=1)
£(b%,by) = £(b,,b;) = (bl ,...,b7 1

oy [4]) na drugi na&in dokazano je da su bilo koje dve
tatke afine razvni kolinearne
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gde je ¢ neka bijekcija skupa (1,2,...,9-1} u skup-{1, 2,...,q}\{zy
U ovom slucaju kroz taéke P i Q prolazi jedinstven blok b . Ako

je %#s i h#t, tada f(b b "} ne sadrZi nl]edan od blokova

bﬁ+1 ..,bt , jer se (b1,b2) i (b1,b2) razlikuju samo po prvoj
koordinati b # bS Takodje f(bf,bg) sadrZi tadno po jedan od
blokova b3+ ,...,b2+m za svako JEN\(t} jer se (b,b3) 1 %,6h)
razlikuju po obe koordinate i m = q-1. Tako dobijamo da je

s . £, _ a(1) a(q 1)
f(b1,b2) = (b2+1 seesysb 24m )

gde je o bijekcija skupa Nq_1 u skup N \{t}. Posto je h # ¢t,
postoji jedinstveno i€N q-1 tako da je a(i) = h. Tada kroz taclke

P i Q prolazi jedlnstven blok ba(l) h. Time je teorema dokazana.

U [2] je dokazano da se bilo koja dva neparalelna bloka
jedne [n,n+m]-reSetke seku u u=qn—2 blokova. Dakle svaka [n,n+m]-
reletka je afin dizajn. Dokazali smo da su blok dizajni akko
je n=2; m=g-l, t.j. ako i samo ako su afine ravni. Koristedi
ovaj rezultat i teoremu 2.1 dobija se ta&nost sledede teoreme
koja daje'ograniéenje za broj. paralelnih klasa r = n+m konacne
[n,n+m] -regetke:

Teorema 3.2. Za svaku kona¥nu [n,n+m]-reSetku Sr(l,qn_1,qn)

vazZi

-1 n-2
r=n+m < g +gq +...4 g+ 1.

Jednakost vaZi ako i samo ako je n=2, m=g-l.
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BLOCK DESIGNS AND [n,n+m]-LATTICES

Alija Mandak

Summary

In this paper we examine the relationship between block
designs and [n,n+m]-lattices, and we prove that [n,n+m]-lattices
are block designs if and only if n=2, m=q-1. For finite [n,n+m]-
lattices we give a bound, r=n+m, for parallel classes.




