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U'BER DIE ANWENDUNG DER KOMPLEXEN ZAHLEN
IN DER ELEMENTARGEOMETRIE
‘ Von o ,
J. KARAMATA : ,

1. Bei der Verwendung der Vektoren in der elementaren
Geometrie ist es fiir das Rechnen bequemer diese in der Pla--
nimetrie durch komplexe Zahlen zu ersetzen. Es stellt sich
dabei heraus, dass man Ofters, statt das einfache Produkt ab,.
das Produkt der Form ab begegnet, wobei ¢ die konjugierte
komplexe Zahl von a bedeutet. Dies geschieht erstens, weil
das letztgenannte Produkt unabhéngig von. der Lage des Koor-
dinatensystems ist, zweitens, wenn C

ab = A+ iB
gesetzt wird, so bedeutet 4 das innere Produkt den Zahlen a
und b entsprechender Vektoren, und B das &dussere Produkt, das

aber als reelle, d. h. skalare Grosse zu betrachten ist. Da 4-0
die Bedingung dgr Ortogonalitdt, und B=0 die Bedingung der

=
Parallelitdt von a und b darstellt, so werden wir diese Produkte-

in der Form ‘
A=(a] b) und B=(alb)

schreiben. Dabei gilt flir 4 das komutative und das distribu--
tive Gesetz, fiir B aber nur das distributive Gesetz, da

, (alb) = - (bla)
ist. Ausserdem ist ‘ )
(a_L b) = (alib),
wobei i die imagindre Einheit bedeutet, und
k (a|b) = (ka|b) = (ak|b),
wenn & reell ist, woraus, insbesondere, der Bedingung der Kom--
planaritdt entsprechend, fiir beliebiges @, & und ¢
a(bc)+b(ca)+c(ajb)=0
gilt. .
> -
Da (a|b) die Fldche des aus a und b gebildeten Paralielo-
grames bedeutet, so lassen sich die Formeln die sich auf Fla-

chen beziehen durch dieses Produkt besonders bequem in sy--
metrischer Form ausdriicken. Zum RBeispiel:

1° Die Fldche P des Dreiecks, wessen Ecken durch z; z,.
und z, bestimmt sind, betrdgt :

2P =(z,|25) + (251 25) + (251 21),
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also
(21122) + (2] 25) +(25] 2,) =0

_ stellt die Bedmgung ‘dar, dass diese Punkte auf einer Geraden
liegen.
2° Es seien drel Geraden durch die drei Punkipaare
z und z’ v=1, 2, 3, gegeben. Wenn
14

(led) (bDC)+(zzlb) (CIa)+(za!6) (a]b),
mit
. 2~z+a zaz+b undzrr—zgntc,

gesetzt wird, so ist der Flachemnha}t P des, durch diese drei
Geraden bestimmten Dreiecks

Q:’.
Pramenc
Also- stellt Q=0Q.die Bedingung dar, dass diese drei Geraden
" -durch einen Punkt gehen. .
3° Sei o _ :
z,=p,2+9,2"+r, 2" mitp, +4q,+r,=1,v=123,

&

und
AN Pr 41 7

P2 Q2 Ty

Pa Q3 73
gesetzt, dann ist

(21129)+ (221 25) + (23 121) = A { (2| 2") + (2" [ 27) + (2" | 2) }

d. h. PP=/\ P, wobei P', bzw. P die Fldchen der Dreiecke
Z, 2, z;, bzw. z' 2z z" bedeuten. Also ist /\ =0 die Bedingung
dafiir dass die drei Punkte z,, 2, und z, auf einer Geraden liegen.
— Insbesondere, wenn die Punkte z,, 2z, und z, respektiev auf
den Seiten des Dreiecks z' z” 2z liegen so reduziert sich dies
auf den Satz von Menelaos.

Diese Symetrie und die bequeme Handhabung des Pro-
duktes (a|b) kommt insbesondere zum Vorschein bei der Aus-
fiihrung und den Beweisen der verschiedenen plammetrlschen
Aufgaben und Sitze.

Beispielweise betrachten wir den speziellen Pappos-Pascal-
'schen Satz, mit Auszeichnung der unelgenthchen Geraden ins
Unendliche :
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Liegen die Punkte AB' C auf einer und die Punkte 4’ BC’
auf einer zweiten Gerade, und ist

‘ AB//A' B, BC//B C
so st
: . AC/[A'C.
Wenn man (vergl. Fig. 1) die drei Seiten der Vierecke
R . . . e > > >
AB'BC',bzw. A' BB’ C, durch die \'ektoren a, b, c, bzw. ¢/, b, @
) . I R S > ->
bezeichnet, also die Diagonalen mit a+b&, b+c, bzw. b + ¢
> > > > >
und @'+ b, dann ist die vierte Seite des Vierecks durchae+b+ ¢,
> > >
bzw. @'+ b'+ ¢’ gegeben, und der Pascalsche Satz reduziert sich
ayf das Folgende:
Aus ,
()  (ai@)=0, (b&)-0, (c|e)=0,
und
(2) (@a+b|b+c)=0, (b+cla+b)=0,

folgt

(3) (@a+b+cia+b+c)=0.

Fig. 1
Nach dem distributiven Gesetz ist
(@+b+cla+b+c)=(a|a)+]|(a]|b)+(a|c)+
+(bja)+] (b)) +(b]c)+
+(c|a)+(c|b)|[+(c|e)

Wegen (1) ist aber




18 - . }. Karamata . 24

(a]6)+(@|€) , (B1@)+(51¥)
(b1 )+ (blc) (cla)+(c|¥)

, k:(a+b|b’+c’)+(b+cla’+b'),
‘woraus wegen (2) die Behauptung (3) folgt.

Durch etwa andere Schlussfolgerung kann man durch solche
Petrachtungen den Desarguesschen Satz aus dem Papposschen
.ableiten, d. h. den Hessenbergschen Satz beweisen. S

(a+b+c{é’+b’+'+c')=

Fig. 2

Petrachtet man namlich die Desarguessche Figuf 2, wobei
aus AB//A'B', BC//B'C', CA[/C’ A" zu beweisen ist dass sich
die drei Geraden AA’, BB und CC’ in einem Punkte S schnei-

> > > > > >
den, und bezeichnet man mit a, b, ¢, bzw. &', ¥, ¢, die drei
> -5

Seiten der Vierecke SACB, bzw. SA'B' C’, und mit a + b,
> > R e 2 B : . . A
b+c, bzw. @ +b, b + ¢ die Diagonalen, so sind die vierten

X R - > > > > > +
‘Seiten gleich a+ b +c¢, bzw. @ + ¥ +¢', und der Desarguessche
Satz wird auf das Folgende reduziert:

Aus (1) und
4) (a+bla+b)=0, (b+ecit+c)=0,
folgt (3).

Eine entsprechende -Zerlegung des Produktes (3) fiihrt
nicht, wie im vorangehenden Satze, zum Beweis dieses Satzes.

. e s . . . > >
Fiihrt man aber einen Hilfsviereck ein mit den Seiten a”, b”,
> -> > >

«<” und a” +b” +c¢”, derart dass




-
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(5 (ala)=0, (6j6")-0, (c|e")-0,
6),  (a+blb"+c")=0, (b+c|b”"+c")=0,
wird, so folgt, naéh dem’ Pvapposs{:hen .Satze; dass
) (@+b+cla”+b"+c")=0

und

st Wegen (1) und (5) ist aber
(8  (@]a)=0, "16)-0, ("[c)-0,
und wegen (6) und (4) ist :
9) (0" +c¢"la+b)=0, (@ +0"{b+c)=0,
so dass, nach dem Papposschen Satze, Wegen (8) und (9),
(@ +b"+c"|a+ b +c)=0

ist, woraus wegen (1) die Behauptung (3) folgt. ~

Einen direkten planimetrischen Beweis gab ich in ,Eine
elementare Herleitung des Desarguesschen Satzes aus dem Satze
von Pappos-Pascal“, Elemente der Mathematik V/1, S.9—10(1950).

Die bei der Ausfiihrung des Papposschen Satzes durch
die Verwendung von Vektoren herbeibezogenen Begriffe der
Parallelitdt, sogar der Kongruenz, kOnnen etwa dadurch ver-
mieden werden, dass man statt des Produktes (a|b) ein ab-
straktes Produkt (AB, A'B), des Streckenpaares AB und A'B'

mit folgenden Eigenschaften einfiihrt.
1° Jedem Streckenpaar AB und A’ B’ entspricht eindeutig
eine reelle Zahl {(AB, A’B’)h derart dass, fiir irgendeinen Punkt
C oder C ‘ ’ ,
(AB, AB), -(AC, A'B), +(CB, A'B),
b w.
(AB, AB), -(AB, AC’), +(AB, cB),
gilt, was dem distributiven (esetz enspricht, wenn etwa
AB-=AC+CB oder AB-=A4C+ CH
gesetzt wird. ‘
2° Liegen die vier Punkte A, B, A’ und B auf einer Ge-

raden, oder liegt der Schnittpunkt der Geraden 4B und A'B'
auf einer festen Gerade A, dann ist

~ (AB, AB), =0,
und umgekehrt.
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Der Pappossche Satz, namlich (vergl. Fig. 3), dass die
Schnittpunkte A”, B” und C” der Geraden BC’' und B'C, AC’
utd A'C, bzw. AB und A'B auf einer Geraden liegen, wenn
sich die Punkte 4, B, C auf einer, und die Punkte 4’, B, C'
auf einer anderen Geraden befinden, kann durch Verwendung
von (AB, A B')h wie folgt hergeleitet werden.

Fig. 8

Sei h die durch die Punkte 4” und C” bestimmte Gerade,
dann ist

(10) (4B, BA), =0 und (BC', CB), -0,
und es soll gezeigt werden dass
(11) ' (AC, CA’)h ==
ist. Wird 7
AC=AB+ BB + BC,
CA=CB+BB +BA4
gesetzt, wegen
(AB, CB)h =0, (BB, BB’)h =0, (6C, B4, =0,
wir d
(A0, CA’)h = (4B, c8), + (AB, BB’),z +(AB, B’A’)h +
+ (BB, CB)/: +{(BB, BB), |+(BB',B’A’)h. +
+ (BC, CB)h +{(BC, BBr)h |+(B’C',B'A')h =
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~(AB+BB, BA'+BB), +(BB+BC, CB+BB), =
. =(A4B, BA), + (BC!, CK),

woraus (11) aus (10) folgt. ‘
Um (4B, A’B’)h zu realisieren, sei in der komplexen Ebene

die Gleichung der Geraden A durch
az+az +p=0, preell,
gegeben, und die z-Ebene kolinear auf die w-Ebene durch

(12) az+ b_z+c

’ az+az+p
abgebildet. Entsprechen z,, z,, zl’ und z; den Punkten A, B, 4’
bzw. B, und seien w,, w,, w; bzw. w; die durch (12) abge-

bildeten Punkte dieser Punkte, so ist, wie man leicht einsieht,
(AB, AB), = (wo-w,| W -w)).

Bunren — Ckonje v 6




