SUR UNE EQUATION LINEAIRE DIFFERENTIELLE DU SECOND ORDRE
RESOLUBLE PAR QUADRATURES

Hija A. Sapkarey

I. B. S. Popov [1] a donné le probleme suivant:
Prouver que I’équation différentielle de Laplace

2
) S (ax + b)y i =0,

B

pour a, — 0 on peut intégrer par quadratures, si les constantes a,, ay, by, by, by
satisfont 4 la relation suivante

2) hya —a, ay by + a* by, = ka®,

ol k est un nombre entier ou zéro.
Dans cet article nous allons démontrer que I’équation différentielle

() [aof(x)+ bol ¥ 4 [auf(x) 4 byl y" = [auf(x) 4 boly = 0

peut étre résolu par quadratures, si les constantes a,, @,, @, by, by, b, satisfont a la
relation

(4) laghy |- ashy - (by 1 abg)r | (agh 1 aby) (apan - a, 2r)n)?
+ (agh—by) 2r + a,—aga) [aghy + avby + (agb + ab,) (agan + 2r + ay)n
+ (@by +b)r]l -+ (2r + ay—aga)® by by | byb(2n -+ N)r i by b (ay aganyn| = 0

pour (2n + 1)Pa2a* + 4a,a, — a,* #0, ou

—(a, + 2apan) + ya® — 4a,a,
(5) Prg= - A S 5 ‘/ e B

n est un nombre naturel ou zéro et la fonction f(x) est déterminée par la relation

(6) S'(x) = af (x) + b,
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avec a,b des constantes arbitraires, ou par les relations
(7 @n+1)2a?a® + daya,— a2—0,
2"(" + Uaﬂa(aﬁb + abo) + z(aobz + azbo) + (abu + by) (a.,amal) = 0.

Puis nous démontrons que le criterium (2) pour Pintégrabilité de I’équation
(1), peut étre obtenu de la relation (4), si I’on prend a — 0, ay =0, b = 1.
2. L’équation (3), par le changement

rf+s
y=zexp( HI—EJ dx),

ou r et s sont des constantes, se transforme en équation
(8) (a0 f + bo)* 2" + (ao f + by) [(2r -+ ay) £+ 25 + b}z’

L+ ayr + ag @o)f? + (2rs + ays + byr + ay by + ag by)f
5% bas - bo by + (b, —a)f 'l = 0.

Cette équation, par le changement f(x) — 7, ol f(x) satisfait a la relation
(6), devient

(9)  (apt + bo)* (at + b)*2""+ (agt + by) (at + b)[(2r + a, + aga) t + 2s +b, + ab,)z’
+A{(r® 4 ayr + ayay)t® + [2rs 4 ays + byr - ayby + agby + a (byr — ays)t
+ 5% 4 bys + boby + b (byr—a,s))z = 0.
Sil’on pose

r*+ ayr -+ ay ay = pa 4,
(10) 2rs + a5 + byr + ayby + ayby + a (byr — ays) — p (@b + aby),

§2 - bys 4+ boby + b (byr — ays) = pby b,
olt p est une constante arbitraire, la derniére équation devient
(11) [agat® + (agh + aby) t -+ boblz" + [(2r + ay + aga)t + 25 + by +abylz’ + pz =0,
En différentiant cette équation n-fois, on obtient I’équation
[aoat® + (a,b + aby)t + by bz ("+2)

+[(2r + ay + aga + 2nagalt -+ 2s + by + aby - n (agh - aby)]z (n+1)
+[p +n2r + a) + n*aalz (M) = 0.

La derniére équation et avec alle aussi I'équation (3), peut étre réduite
aux-quadratures,’si 'on' a

P+ n(2r + a;) + n*aga = 0.
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Les relationes (10), d’apres la derniére relation, deviennent

a

P2l (a, | 2naga)r | ntaa® i nayaa 0,

(12) (2r -+ ay—a,a)s | (agh -1 aby) (@gan | 2r apn
Faghy -l oa: by -+ (by 1 abg) r 0,
st (by — agh)s hob (20 -+ D)r 1 byby bob (ay | agan)yn 0.
De la premiére équation de (12), il suit (5), et par &limination de s, de deux
derniéres équations (12), pour r# (@ —a;)/2, on obtient la relation (4). Si

--d G . . .
re S{?o‘{z_ﬂ,’ de deux premitres équantions de (12), on obtiennent les relations (7).

3.1. Pour @, = 0, de la relation (5) il suit ry = O et ry — —dy La relation
(4), pour @ — O etry = 0, devient

aby, —ayhyas v a,2 by = — na,®.
La méme relation, pour a; - O,ry,- —dp, devient
ab, —a byay + a2 hy=(n - D’

De deux derniére relations il suit la relation (2).
3.2. Si l'on prend @ =0, b — | ¢’est-a-dire f'(x) — 1, f{x) — x I’équation
(3) devient

(apx 1 bo)y" ! (ayx -+ b0y (awx L by = 0

et elle peut étre réduite aux quadratures, si les constantes do, @1 @y by b1y by
satisfont a la relation

[aghs + @yby i byr Gy (2r + ay)nl?
1 (ag— by) (2r + ai) [agby 1 azby - byr i ao (2r -+ a)n]
4 (2r - ay)* [hebs + bo (2n - Dyr boayn] — 0.
3.3. Mais, si l'on prend b=0 cest-a-dire ['(x) = af(x), f(x) - €% I’équation

(3) devient

(age® -+ o)y -+ (ae* | by + (a,e’” + hy)y=0
et elle peut étre réduite aux quadratures, si les constantes a, dg, 1> Ay by bys b
satisfont 2 la relation

[agbs + ayby -+ (aby b)) r -+ aby(agan + 2r + anl®
+ b, (aga —2r —a,) [agbs - ayhy - (ab -+ b,)r + ab, (agan + 2r + a,)n)
+ by by (2r + ay — aua)* = 0.



8 Ilija A. Sapkarey 4

REFERENCES

[1] B. S. Popov, Probleme 19, Bulletin de la Société des mathématiciens
et des physiciens de la R. P, de Macédoine, Tome II (1951) p. 146, Skopje.

Havuja A. Hlaikapes

3A EIHA JIMHEAPHA JIM®EPEHIIAJAIHA PABEHKA O/l BTOP
PEXl Y1J OTIT UHTETPAJI CE IOBUBA CO KBAJPATYPY

Cogpxumna

Bo oBoj Tpyn ce nokaxysa exa mupepenumjantaTa papeiika (3) modxe
A@ CC pelld CO KBaapaTypH, ako Mely KOHCTAHTHTeE ay, @y, ay, by, by, b, nocrom
penaumjata (3), Kame WTO 1 e onpesienen o (5), a n e npupoaen 6poj wm Hys1a.
ITpuroa Qynxumjara f'(x) e ompelencHa co pasenkata f'(x) = af (x)+b, npu
WTO @ M b Ce NMPOA3BOMMH KOHCTAHTH. :

IlonaTaMy ce mokaxyBa jeka o yCroBOT 3a MHTerpabuiIHOCT Ha maude-
PeHUMjanHaTa paBenka (3) ce mo6usa M YCIOBOT 33 MHTerpa®MIHOCT Ha paBeH-
xata (I).



