3A EOEH D’ALEMBERT-08 YCJIOB HA MHTETPABUJIHOCT
HA BAJTUCTUYKATA JTMUPEPEHLINJAIIHA PABEHKA

Bunren Ha [IpyIITBOTO HA MaTEMaTHYApHTE U ¢mznaapuTe
on H P Maxkenouuja, k. 1, 1950, 29-30

1. Pasmartpajkv ja nudepeHunjanHaTa paBeHKa Ha HaILBO-
pemHaTta GaaucTHka

a1 +e)y +y: - 1=0,
D’Alembei-t ro naea, 3a cnyuajotr kora p (x) uma 06aHK

@) p(x) = Ax* + Bx + C
g (A, B, C, KOHCTaHTH),

CReXHHMQT YCJIOB 32 MHTerpaGWJIHOCT CO MOMOLL Ha KBaApaTYpPH

3) Bt - A2+ 4AC + 4.
HudpepenuujaiHara pasedka (1) =Bo oBOj canyuaj noGuBa
o6 nuK : o :
- ; dx . B —-A*—-4
2 et 2 e =
“) ‘ (_y 1) dy‘+Ax + Bx + iA + ¥ 0,

Koja mTo npercraByBa Riccati-esa audepeHunjalHa paBeH-
ka. JlecHO ce mnpobepyBa nekKa oOBaa nudepeHuWjaHa paBeHKa
KWMa eneH naApTUKyJapeH WHTerpall on 06XiMK X = .py + ¢, IUTO
BO HAIUMOT Ccayyaj e )

A-B-2y

x = 2 A

flo Toj nHauun audepeHuHjasiHATA paBeHKa- (4) ce cpenysa
Ha JIMHeapHAaTa . :

du ~2y-A A

+ u = — .
dy " o1 »-1
Ha KOja OfiiTHOT HHTErpasx e
A2

uw-(p-1) 2 '(_y~+ 1)—1+2[K+Aj-§j_:'}dy]

_ 3d ONWTHOT uHTerpaj na GaancTuykaTa augepeHuHjanHa
PAaBeRKa MMame Torau :

o )
£ (o 2O2=N A (k) -1,
Kane ce '
a
£=(2z)2 1 |

o) o
A
y+1)2

fg-_'AJ.y_l) dy .
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2. Hawava unen Ke 6une NpBO, 1a NokKaxeme Hexka .aude-
penuijainata pasenka (1), kora dyHkuMjaTa p(x) uma o0GaNK
(2), moxe na ce cBelxe Ha XHMepreoMeTpuckaTa nucepeHuujanHa
paBeHKa

(5) x (x—l) ——- + [y'—(a B+ 1) x]g—-‘i'—uﬁy=0,

M nopanuM TOBa MOXKe na ce llpéTCTdBM OOWTHOT HHTerpaJ Ha
;mcbeﬁaﬂuu]anﬂa'ra paBeHka (1) co xunepreoMeTpUCKH QYHKUH]U.

O .TOBa Ke NoKaXeme JleKa 4YeTHpUTe Cayyaju Ha HHTe-
rpadunHOC'r Ha sudepeHiiHjarnaTa paBeHKa (S) CO NOJUHOMH,
ro naBaaT KaKO YCJHOB 3a UHTerpaOHJIHOCT Ha OandcrTudykara
nugeperMjanHia paBenka (1) eJMHCTBEHUHOT YCNOB, UH) OGJHMK e

. 2
6) B - % + 4k® 4+ 4AC, (k- en Gpoj).

OBoj ycioB ro o6onAITYBa YyCJIOBOT nanen on D’ Alem-
bert (3) wTO ce CcBenyBa Ha Hero 3a k-=1.

AHanorHo npouwvpewse Ha D’ Alembert-oBuor cayuyaj
Ha HHTerpaGuJIHOCT Ha GalmcTHukaTa audepeHlHjanHa paBeHKa
(1), xora ¢ynxumjaTa p (x) Mma 0GaUK
p(x) ~ Ae™ + Be™ ™ L R,
e naneHo on, Kapamaral), mon CaesHuor OGIHK

1 - AB R2 .
EY TR nvk) T (a+2k)F (£~ uex 6poj)

Oj, Kane WITO Ce jaa0uBa HCTO Taka D’ Alembert-oeuor
ycnos, craBajku k=1.

3. Axo ja cTaBuMme BO audepenuujannaTa paseska (1) pyHk-
uujara. p (x) pmaneHa <Co. (2) M akO ja H3BpillHMe cCleaHaTa
TpaHcdopmanuja i . .

(1) u = exp(jy,Lxdy) )

‘OBaa paBeHKa ce pe.n.yu.upa Ha auHeapHaTa nudrepeHuHjanHa pa-
BeHKa OIL BTOPDH pen .

® - 1)2 - (7 - 1) @y+B8) & oA (C+y)u o.
Co HOBaTa cmeHa
© u~(y-1)? (y+1)ez,

AudgepeHuujarHaTa pareHka (8) cranymna

10) - - 1L Lt -D 2P D gy - D+ 2y

) —.&B]d—y +P(y)z=0,

40



Kajge IuTO CO P (y) cme ro O3HaYuIH MONHHOMOT

P(y) ~p+@)p+a+ 1)y +2(P-¢* )+ B(p+q)+Ay+(p-q)
-(p+q)+B(p 9+ AC.

IMapameTpure p u ¢ Gea u3aGpanu npouaBonnu. [a ru oxn-
pelume cera OBHe NnapameTpud M KOHcTataHra L Taka, na Ouie

an P)=LG*- 1)

On Tyxa moGuBame TPHTe PABEHKM:

(p+q)(p+q+1)=L,
(12) 2(pp*-g¢)+B(p+qg)+A=0,
P-9y+Bp-q)-(P+q+AC=~ - L,

KO} peluieRd HW gaBaaT BPeNHOCTUTe 3a p, ¢ W L.

3a 6apaHuOT NaK yCJOB Ha WHTerpaGHIHOCT _OBOJHO e
na ru  eaumuHHpame on cuctemoT (12) penuuyunute (p -q) u L.
E:mmuﬂauuja'ra HU paBa clenHaTa penaunja sa (p+¢q)

A*-B*(p+q)+4(P+9)+4AC(p+q) =
KOja Ce CBenysa Ha paBeHKa MO o

2
(13) B -4 Larrsac,
Kape To e
6~p+q

M KOja paBeHKa e ynpaBo OGJMKOT Ha ycnoso*r 8a uHTerpabun-
HOCT (6) cniomeHaT moO rope.

BuecyBajku ja oBaa BpenHocT 3a P (y) BO nutbepenuu]an-
HaTa paBénxa (10) U craBajku

a-2(pra)+2
s » b-2(p-q)+B,

Taa CTaHyBa

/ (15) 0" = 1) 52—%2—+(ay+b)£+'Lz-t=0.-

Nocnennara nudepeHHjanHa paBeHKa npe'rcraeyaa crie-
nujamreH cnyvaj Ha Legendre-oBa audepenuujanHa pabeHka.

Umajku npensua BTopaTta opn paBeHkuTe (14), aa @ u b
HMaMe CllefHUTe BPEeHOCTH:

(16) a=2(+1), b= — ig-
Kane e
o =p+q.
Co nosnaraTa TpaHcdopmauuja
an . z(»)=n(E) my=-25-1,
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nudeperHumjantHara paseHka (15) ce cBemysa Ha XuriepreomeTpu-
CkaTa paBeHKa

as) -+ EF2-arf -rz-o.

‘YnopeneHa OoBaa CO OILUTATa XullepreomeTrpHMcka audepeH-
uujanHa paseHKka (9) H HMajEH  nOpeIBHI npBaTa OJX PpaBeH-
xuTe (12) u penauuute (16), ru noGusame 3a «, § M Yy ClAemHUTe
BpeqHOCTH: . .

i e . 4
19 a=c B=o+1, Y=6+1+~2-5-
~ Kako e enen mapTuKynapeH MHTerpaJ Ha nudgepenuuwjanHara
paBeHkKa (S) pmaxeH CcO xunepreomerpuckara (QyHKiMja

| : C(Y) N\ T(@a+v)T@+v) .
F@er)= v Tm , VT

HawaTa XullepreomeTpucka audepeHuujanHa papBeHka (18) Ke
HMa MapTHKyJapeH MHTerpan on OGJHMK

q=F(c{,a+l,¢+l+ -—g— » &)

CrhenoBaresHO, ONUWTHOT HHTerpaj Ha OGa/lMCTHYKATa K-
¢gepenunjanna pasenka ‘(1) kame wmrTo dyHxkumjara p(x) wyza
obauk (2), MOXKe Ina ce H3pasH CO NMOMOL HA XUMEPreoMeTpPUCKH
P yBKUKjH. . .

3a xunepreomeTpuckaTa nudepenuujajiHa paBeHKa 3HaeMme,
IeKa 3a Ja uma elleH NapTHKylapeH HHTerpal BO OGJMK Ha ITO-
JMHOM, NOTpeOGHO € H JOBOJIHO Ia e¢neH on 6poeBUTe o,B, Yy — @
HIH Y -3 Gune uen Opoj. 3umajiu -BO npensun (19), osue
YeTHPH yCJIOBA Ha HHTerpaGUJHOCT CO MOJMHOMH Ce cBeayBaaT
Ha ClegHHTe ABa 8a

A -
S=k WIH O = 5% (k=u.en- 6poj).

BHecyBajku ru oBue BpenHOCTHM 3a ¢ BO pelnauujata (13),
Taa Ce nperBOpa BO JABaTa CJlIy4YaH Ha HHTerpaGHJIHOCT (6).

ITo TOj HauuH, CHTe HeTHPH CJydaju. HA HHTerpaGHIHOCT
Ha xunepreomeTpuckaTra nudepeHuHjalHa paBeHKa ce CBenysaaT
Camo Ha YCJIOBOT 3a UWHTerpaGHJIHOCT KOj ce OmHecCyBa 8a JIM-
depenunjarHaTa pasenka (1). .
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Résumé . :

SUR UNE CONDITION D'INTEGRABILITE DE D'ALEMBERT
RELATIVE A L’EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA BALISTIQUE

1. D" Alembert a montré que [Péquation ditférentielle
de la balistique

1) +p) ¥+3y*-1=0,

2) p(x)—Ax2+ Bx+C,

~

ou

A, B et C étant des constantes, est jntégrable par quadrature
lorsque la condition suivaute est satisfaite

3) B2=A2+4 AC+ 4.

Nous allons montrer dans cette Note, en premier lieu, que
Yon peut ramener ['équation différentielle (1) avec la fonction
p (x) donnée par (2), a léquation différentielle des fonctions
hypergéomeétriques, )

| d -
LY iy -(c+8+1x1Z —apy-o,
dx dx

4) x(1 - x)

et que, par suite, on peut exprimer I'intégrale générale de I'équa-
tion différentielle (1) par des fonction hypergéométriques.

En second lieu, nous allons montrer que les quatres cas
de lintégrabilitéd de l'équation différentielle (4) donnent, comme
condition d’intégrabilité de !’equation différentielle (1) la con-
dition unique de la forme

o) B2 = ‘%— 44 k’+4AC\, k entier,

et qui généralise la condition de d’Alembert (3), étant donné
qu’elle se réduit a cette condition lorsque k=1.

Remarquons qu’une condition d’intégrabilité analogue, rela-
tive a I’équation (1), avec la fonction p(x) de la forme

p (X) = Ae™™ + Be™"* 4+ R,

a été donnée ;Sa'r' Karamata {1} (voir de méme Popov {2})
sous la forme suivante

1 AB R
=T Rk " @+ 2k * entler

qui représente de méme une extension de la condition de
d’Alembert, que I’on obtient en posant £=1.

2. En faisant dans l'équation diff rentielle (1), la fonction
p(x) étant donnée par (2), la substitution suivante

- | u.=exp(—_“$xdy).

cette équation se réduit- & I'équation différentielle linéaire du
seconde ordre

O 1Pu"+(P-1)2y+B)u'+ A(C+y)u=0.
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En posant encore dans cette équation
u-(y- 1P+ 1)z,
cette derniére -équation devient | 7
(6). O* -1 2"+ (P-D{2p(y+1)+g(y-1)]+2y+ By z
+P()z-~0,

- AY
ou l'on a posé

PO)-pP+)(p+q+1D)y*+{2(p* - gD+ B@P+9+A}y+(p- q)*
- -P—qg+B(p-q)+AC. -

‘Or, p et g étant arbitraires, nous pouvons toujours déter-
miner ces deux paramétres, ainsi que la constante L, de manieére
que l'on ait -

(4] PG)=L»*-1).

Ce-ci donne, en effet, pour deéterminer les constantes p, g et L,
les trois équations suivantes

P+ag)p+qg—+ l)=l-,
2(pP*-q¢*)+B(p+9g)+A4=0,

P-9y+BP-9)-P+q)+AC~ - L,

La résolution de ce systéme d’équations donnereait les va-
leurs correspondantes pour p,g et L, mais, pour obtenir la con-
dition d’intégrabilité désirée, remarquons qu’il-suffit d’éliminer
de ce systéeme les quantités (p —q) et L.En effet, le résultat de
Pélimination donne I"équation suivante pour (p+ g), .

A* - B (Pp+gP+4(p+¢)*+4AC(p+g)* =0,

qui se réduit, en posant

c=p+gq,
a I’équation suivante par rapport a o,

o
©) B -2 402 raac,

et qui est justememt de la méme forme que la condition d’inté-
grabilié (5) mentionnée au debut.

En choisissant donc pour p, g et L les valeurs détermi-
nées par (8), et en les introduisant, ainsi que la valeur du po-
lynome P (y) donnée par (7), dans Iéquation différentiele (6),
‘Cette derniére équation devient :

(10) -1z +r(ay+b)z +Lz=0,
olu Pon a poseé
’ a=2(p+g+1) et b=2(p-9)+ 1,
€. a d., d’aprés la seconde des .équations (8),
. . . A o
an a=2(c+1) et b==-~—?avec o=p+g.

L’équation différentielle ainsi obtenue, que est un cas par-
ticulier de I'équatiou de Legendre, se réduit enfin, par les sub-
stitutions connues (voir Forsyth-Jacobsthal {3}, p- 212),
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(12) z()=n(E) et y=25-1,
a reéquation différentielle hypergeometrique.

_ ‘ dn a-—-& _ ) dn - .
qui, comparée a l'équation différentielle (4), et en tenant compte
de la premiére des équation (8) et des relations (11), donne
pour «, B8, v, les valeurs suivantes .

A
(13) ax=c, B=c+1,y=0c+1+ 5.

. Etant donnée, qu'une solution particuliére de I’'¢équation
différentielle (4) est donné par la fonction hypergéométrique

T N L@+ TEy)
F(a,B, Y, x)= r‘(a)(;(ﬁ) ; 'SII‘(Y+V) o

‘I'on en déduit, d’aprés (12) et (13}, la solution particuliére su-
ivante de l'équation différentielle (10) de Legendre

A 1+y
Z=F(G.0’+_1,O'+]+2—6' —2—‘),
ol ¢ est déterminé par (9). L par la premiére des équations
(8), c. a. d. par

. L=oc(s+1),
et a et b par (11). ’
Par conséquence. Pintégrale générale de [I’équation de la

balistique (1), ou la fonction p(x) est donnée par (2), peut
s’exprimer au moyen des fonctions hypergéométriques.

3 II est connu que Péquation différentielle hypergéomé-
trique (4) es intégrable par quadrature lorsque 1’un des nombres

_ a, B, Y —a ou bien y - B est entier.
En tenant compte de (13), ces quatres conditions d’inté-
grabilité se réduisent i deux conditions relatives a &, a savoir
' c =4k ou bien o=A/2k, avec k entier. )
Or, en introduisant ces valeurs de o dans la relation (9) on re-
tompe dans les deux cas a la condition d’intégrabilité (5).

Ainsi, tous les quatres cas d’intégrabilité de I’éguation dif-
férentielle hypergeométrique se réduisent a la seule condition
d’intégrabijlité relative a I'équation différentielle (1).
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