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Abstract. On emploi le methode de l’intégrale définie comp-
lexe sur la résolution des équations aréolaires.

Soit donnée une équation différentielle linéaire aréolaire:
a0y n-1

3 W
a (z)— + a_(2) —
Y L

tooot an_1(z)§§ +a (z)W =0 (1)

avec les dérivations conjuguées ak/'a?k

d’une fonction W(z,Zz)
analytique de deux variables compléxes z et z, au coeficients

"constants" a l’égard a z:

ak = ak(z), k=0,1,2,...,n

tous étant les fonctions analytiques de la variable compléxe
z = x+iy.

L’équation (1) a &té déja traitée par J. KeZkié [5], par
M. Canak dans son thése [6], et par V. Gabrinovi¥ [7], ou les
solution (10) de 1l’égquation (1) sont dites les fonctions méta-
analitiques. Dans l’article présent nous ajoutons encore un
methode dans le traitement de 1l’équation (1) - le methode de
l’intégrale conjuguée de Laplace, ce qui aura des conséquences
fécondes sur les autres types des équations linéaires aréolaires.

Suivant une idée de Hermite [1], reprise dans [2], on va
chercher la solution générale de cette égquation sous la forme
de l’intégrale conjuguée de Laplace

W(z,z) = J eEC¢(C,Z)dC (2)
r(z) ’
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deux variables Compléxes indépendentes, z dans un rdle du para-
metre (z aussi), D(Z) une région dans le plane de ¢, T(f) son

contour, tous les deux d’abord inconnues, il faut les €lire de
fagon que 1l’intégrale (2) satisfait 1l’équation (1). Ce sera une
idée de la résolution; on verra que ce traitement est assez gé-
néral, sans l’égard de la forme spécialisé€e de la solution (2).

Aprés avoir effectuer les calculus nécessaires, on obtient
3 partir de (1) et (2) 1’identité:

.

| pn(c,z)ez§¢(c,z)d; =0 (3)
r(zc)

avec
n n-—1

P (t,2) = a,t + a,(2)t +...t a (2) (4)

faut trouver T (z) et ¢(z,z) pour que (3) soit satisfaite pour-

tout z,z.
L’ intégrale compléxe est &gale 3 zéro dans les cas suivants:
lo. La fonction sousintégrale est égale a zéro identiquement.
g°. Le contour T (z) est fermé, la fonction sousintégrale
étant analytique et entiere dans T(z).
o
3
a 1’é&gard de z, mais de fagon que le changement total de la fonc-

. Le contour T (z) fermé, ¢(c,z) posséde des singularités

tion aprés tous les parcours des singularités est égal a zéro.

L’intégrale d’une fonction analytique prise a une ligne
ouverte n’est pas €gale a zéro.

On peut éxaminer ces cas par l’ordre:

[e]

17. Comme 1'on a 2t # 0, on peut prendre dans (3): ¢(g,z)=0

mais on a alors a cause de (2): W(z,z) = O. C’est a dire on a

L'identité (3) est remplie si: Pn(;,z) = 0, ou

n-1

ao(z)cn + a, (z)t +...+ a (z) =0

C’est une équation algebrique de ¢, z étant un parametre. Elle
possede n solutions de z: Carbarecerlyi ainsi qu’on ait:
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P (ty2) = a,(2) (-2, ) (2-2,) ... (c-¢ )
oﬁ les racines sont
Ck = Ck(aj(z)) = ck(z), k=1,2,...,n

Pour tout ¢ — z, (z) 1l’intégrale (3) est égale a zéro, c’est qui
est évident et aussi triviale, mais ce n’est pas la solution,
car (3) est satisfaite seulement dans quelques cas de ¢, et pas

pour tous g.

g°. Aprés avoir exclu cettes valeurs Ck,‘k=l,2,...,n, on
peut élire

_ 1
$(z,z) = 5;72757 (5)

et avec cette valeur on a pour (3):
{ Ziy z;A}
e ~e

1’intégrale (3) est

- - Ze
ZC dc J Z e
P = = =
J (z,2)e §;TETET e”"dg =
r(z) r(z)
Et si T'(Z) est un contour ferme, ¢

|
N} =

r(z)
NS Y
zéro et l’équation (1) est donc satisfaite (si Ly e sont sur

r(z)). (5) est donc une solution particuliére.

Donc, on a la solution de l’équation (1) donnée par l’inté-
grale (2)
_ o208 , oZ0
Wiz,z) = %b Pn(;,Z):lC - 45 ao(Z)(;—c1)(r;-cz)...h:—l;r]?)dC (6)
r(c) r(z)
r(z) étant un contour fermé dans le plan des ¢, sur T'(z) ne se

trouve nulle racine Laryreeerly aussi dans l’intérieur. Mais
alors on a que la fonction sousintegrale est entiere; 1’inté-
grale est zéro, et 1l’on a de nouveau la solution triviale
W(z,z) = 0, c’est qui est dé€ja connu.

20

points singuliers Ly sont dans 1’intérieur de T (g), ou méme

. Toutes les possibilitiés ici se cachent donc, si les

sur T'(z).

Si dans l’intérieur de TI'(gz) se trouve une seule singula-
rité Tyr les autres &tant en déhors, on a au moyen 4’un calcul

des résidus:
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_ oZ" o2°
e SRt T IR RE
! (7)
&2t 2ﬂiezc1

2mi lim (g-g,)
=z,

et si 1’on introduit une "constante" (a l’é&garde t)

EN NG RN N O FE RN (E3 PP ()

= 2ni
€)= ST, T, (T, (8)

on a dans ce cas la solution

W(z,Z) = C(z)e?%4 (9)

C(z) ayant la forme concrete (8), c’est alors une intégrale par-
ticuliere. Mais on le voit que (9) est la solution pour tout
C(z), car si 1’on pose C(z) = C(z)-A(z), C étant la valeur con-
crete (8), A(z) une fonction analytique arbitraire de z, (9) sa-
tisfait (1). (9) est donc une solution particuliére pour tout
C(z). ‘ ‘

Si le contour T(r) contient deux singularités de la fonction
(5): ¢, et t,r On a suivant un méme calcul des résidus:

W(z,z) = 2ni- I Resé(z,z) =
Larly
eZC1 . ezcz

= i N P B e M TP e B e B

ainsi que 1’on a la solution particuliere dans ce cas:
W(z,Z) = C,(2)e?"1 + C,(z)e?"2

Il est évident qu’il faut élire r(c) de fagon qu’elle posséde
dans son interieur tous I,.

Alors, on peut formuler le théoreme suivant:

Théoreme. L’equation aréolaire (1)
n n-k
) W _ =
E a o = 0 3 = ay (z)

° k a;n—k

k
a. toujours une solution générale analytique sous la forme de
1’intégrale de Laplace conjuguée (2), si l’on €lut ¢ (g,z) dans

la forme (5), (4); I'(z) étant un contour fermé dans le plane
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- clz) 7t |
w(z,z) = ¢ F;FC,—Z)e dzg (10)
r(z)
ou, apres un calcul des résidus
_ n zg, (2)
w(z,z) = I Ck(z)e
k=1

c(z), Ck(z), étant les "constantes" arbitraires.

Ce théoreme constitue 1l’idée essentielle de cet article. Les
solutions particulieres Wk sont défines avec I (z) autour une,

deux, etc. points particuliers LyrGyree

Ly sont €gaux entre eux: Ly = cj, on peut ausii construire les
solutions en un maniére analogue au precédent, de fafon que l’on

<1l k < n. 8i quelques

ait des fonctions méta-analytiques, et particuliérement, si tous
les Ly sont égaux entre eux, on a une fonction poli-analytique.

Cette idée posséde une largeur au sens qu’on peut prendre
%y sur r(z), (la valeur principle), et dans le cas si le calcul
des résidus n’est pas si clair et facile.

Les conséquences sur les égquations différentielles réelles
sont évidentes et connues.

Les problemes aux limites relatifs a l’équation (1) sont
déterminés par les conditions aux limites du type de Riemann,
Hilbert, Carleman (pour cela il faut consulter aussi la these
[6]), mais Fa dépasse les limites de cet article.

L’équation aréolaire de Euler. Si, suivant la méme analo-

gie, on définit l’équation aréolaire de Euler

n . n-1
ao(z)'En 3:% +a, (2)z"" a_n_?
3z 3z

+...4 an(z)w =0 (11)

les ak(z) étant aussi analytiques; on cherchera de meme la so-
lution sous la forme (2), et l’on obtiendra

[ao(Z)(EL)n+a1(z)(Ec)n_1+...+an(2) e* ¢ (z,2)dr = 0 (12)
r(z)
Si 1’on pose zz = t, on réduit cela au probleme précédent. Posant
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n n

- = -k n-k
P_(2t,2) = I a (2)(ZH)"F = I apz = P_(t)
n k=0 k k=o k n
on a ses zéros: t1,t2,...,tn: ti(ak(z)) et respectivement
t.(a, (z))
= = ik
Ly <= ;i(t) = = (13)

ainsi que la décomposition

P(£) = a (e-t,) (t=t,) ... (t-t )

donne . _
p— _ __n - _
P (zt,2) = a,(2)z (¢ C1)...(C ty) v (14)
ainsi que 1l’égquation aréolaire de Euler (11) s’écrive
J Pn(Ec,Z)ez%(z,c)dc =0 (15)
r(z)
ou il faut élire maintenant ¢(z,2) et I'(z). Si 1l’on pose
br,z) = —S42) _ c(z) (16)
P (zt,2) aj(z)z (g-g,)...{z-¢ )
on a
Wiz, Z) = | e?®t — C(z)de (17)
r(z) a (z)z (g-z,)(g=z,) ... (g=g )

et si 1’on suppose que I (z) contient tous les points isolés Ly
on aura de meme les intégrales particulieres

C.(z) zt (z) C_(z) zZr_(2) C_(z) zz_(2)
S : SR (18)
En En E‘l’l

ainsi que l’on ait la solution générale de l’équation aréolaire

d’Euler: _
_ 1 n zf;k(z)
W(z,z) = = z Ck(z)e (19)
z k=1
sous la supposition de 1l’analyticité de W(z,Z). ;k(z) sont les
racines de l’éguation caractéristique (4), Ck(z) les fonctions

arbitraires a 1l’égard de z, les constantes généralisées.
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3A APEOJIAPHATA JIMHEAPHA TUOEPEHUWJAJIHA PABEHKA
CO "KOHCTAHTHH KOEOGUIHUEHTH"
- 3A APEOJIAPHATA EULER-OBA PABEHKA -

Oparad JUMHTPOBCKHM, Bopko HnMesBckH, Munoje PajosUK
Pesunwme

MeTONOT Ha ONpPEeReJIEHHOT HHTerpasyn on OBHMUHHTE NOudepeHLH]jasHH
paBeHKH, OGrylarojapeHHe Ha enHa upeja Ha EpMHT u Jlapby, ce IpeHecy-
Ba Ha KOMIUIEKCHHTEe OUdepeHuHJalHH paBeHKH CO KOHJYIr'MpaHH H3IBOOH
on HerosHaTtaTa QyHKuMja W(z,z). Ce pemaBa apeosiapHaTa paBeHKa coO
"KOHCTAHTHH" KoedHUKHEeHTH (T.e. paBeHKa YHHMTO kKOedPHIIMeHTH Cce
OOHYHM aHAJMHMTHYHH OGYHKUHH 1O 2=xX+iy), kako u OjnepomaTa apeojap-
Ha paBeHKa, BO ¢opMa Ha KOHTYPEH HHTerpajyl Of enHa KOMIUIEKCHa
NMPpOMEeHJIMBA, HONeKa BTopaTa € BOo dopMa Ha napaMeTap. MOXHH ce H
reHepaju3auuu,



