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RESUMé:

On démontre que la variété base d’un systéme linéaire qua-
driques de S, a Jacobienne de caractéristique r-k est: un §p
double, ou une variété réductible, qui posséde deux variété ra=
tionnelles, on une variété rationnelle irréductible.yAprés on
donne des exemples significatifs.
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1 - Dans l’espace linéaire SP de coordonnées projectives homogé—
nes X; (i=0,1,2,.....57), choisissons d+1 quadriques linéairement
indépendantes:

r
fq = I a;k xixk’ (q = 0,1,.,...,.,d)
i=k=0

Le systémes linéaire Ld de dimension d, qui en résulte, est
exprimé par l’equation:

d

b

Af =0
qs0 14

Supposons que la matrice Jacobienne a r+l lignes et d+1
(q 0,1,2,.....,d)
i 0;51,2,0000e,

Si la matrice Jacobienne est identiquement nulle cela signi-

colonnes:

J =

of
-9
axi

. \ - [
soit a caractéristique m = r-k.

fie que tout l’espace est le liue de points conjugués par rapport
M N\

a toutes les quadriques du systémes. Si la caractéristique est

r-h (h20) un point générique de S, est conjugué avec un Sp+

Donnés deux systemes linéaires La et L, qui ont en commun
un systéme linéaire Lc, leur systéme-union résulte de dimension
atb-c.

Nous dirons que le systeme Ld/m (m<d) de dimension d et a
Jacobienne de caractéristique m est réductible, lorsqui’ il est
1’union de systémes subordonnés, parmi les quels au moins un
Lg/c (c £g) n’a pas des quadriques en commun avec les autres.
Autrement dit, il serd nommé: irréductible.

Il existe le:
THEOREME

La variété base d’un systéme linéaire irréductible de qua-

driques Ld/r (r-k sd) de Sr est seulement une des variété€s sui-
vantes:
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1°) Un Sk double et, dans ce cas, les quadriques sont des Sk-csnes

avec Sk-sommet en commun;

2°) Une variété réductible, qui possdde deux variétés rationnelles
de dimensions h et r-h+k-1 (1<shs<r-2);

r-k-1

3°) Une variété rationnelle irréductible de dimension -

s
DEMONSTRATTION:

Prénons en considération le cas particulier: k=0. Soit le
systéme linéaire irréductible de quadrigues Ld/r_(r’sd) de S .

Pour un théoréme connu (voir: [5] et [8]) les quadriques de
Ld, qui passent par un point générique P de Sr, ont en commun une
droite, qui résulte corde de la variété base V du systéme.

Soit R le complexe des droites constitué par toutes les cor-
des de V, qui, a cause du théoréme cité, remplissent tout Sr.

Entrécoupons ce complexe par un hyperplan S Chaque dro-

r-1° )
ite du complexe sera entrecoupée dans un point. Il est ainsi po-
ssible établir une corrispondance biunivoque parmi les points de

1’hyperplan et les droites du complexe R.
Pour cela le complexe R est rationnel.

Supposons que les quadriques aient en commun un point double
A. I1 en résulte que toutes les droites, qui sortent de A, sont
cordes de la variété constituée par le point A. Elles remplissent
tout Sr et évidemment elles forment un complexe rationnel.

Les quadriques ne peu@ent pas avoir un autre point double B
en commun, autrément dit par un point générique P ils passeraient
plus qu’une corde: la droite PA et la droite PB.

Par conséquent la caractéristique de la Jacobienne serait
<r, contre 1l’hypotése.

I1 s’ensuit que les quadriques sont des c8nes avec 8, ~sommet
en commun.

3 : . *v -
’Hors de ce cas, puisque R est rationnel, il en résulte que
. .y " \ .
les coordonnées de droite de ses droites, les Pixe c’est a dire
les mineurs extraits de la matrice:
A\
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xo x‘ x’ csees xr

1
Yo ¥4 yz‘°"°' Yr ’ @

sont fonctions rationnelles de r-1 paramétres indépendants.

Nous pouvons indiquer avec M (xo,x1,.....,xr) et N (y,,¥,>»
,.....,yr) deux points quelconques de la variété base et avec
M N la corde qui les joint.

Si la variété base est réductible, il existera dans elle
deux variétés subordonnées W et Z de dimensions réspectives h et
r-h-1 (1 shsr-2). On réjette le cas h=0 et hzpr-1 parce-que dans

ce cas les quadriques. contiennent au moins un hyperplan. Donc
elles résultent couples d’hyperplans ayants un hyperplans en
commun.

Les autre hyperplans de la couple devraient possé&der un SO:
il en résulte que leur nombre est :2:1. Pour cela le systéme de
quadriques aurait dimension d=r-1, contre l’hypothese qu’il soit
r s d.

Les variétés W et Z ont les dimensions citées parce-que, en
projetant W par un point générique P on obtient une variété T de
dimension h+1, qui entrecoupe Z seulement dans un point Q exter-
ne 3 la variété intersection de W avec 2.

En effet, en résultant la droite PQ corde de 2, seulement
dans ce cas P résulte conjugué avec un seul point par rapport a
toutes les quadriques du systeme.

Notons:

Xe = 1, x, = &, (51,03,.....,ah), X, = ¢, (01,a3,.....,ah),...

R (u,,az,.....,uh)

les equations paramétriques de W.

On peut indiquer celles de Z avec:

Vo = 1, ¥, = Y1(B1,Bz,.....,8r_h_1), Va = Y (B 3B seeeeesB 1 9)s

v

’..'..,yr = Wr(ﬁ1,82,..---,8r_h_1)

Les premiers r Pik’ extraits de la matrice (1) résultent:
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=y -

po‘ 1 01
poa - '3 - .3
Por = ¥ = %

Il s’ensuit que les différences:
Yi - .i (i=1,2,.....,r)

doivent résulter rationnelles dans les paramétres Gps Bpe Pour
cela 1’éventuelle partie irrationnelle de Y, et ¢, doit s’ecli-
sser par différence.

On en déduit que:

.i = Ci + Ei

?i = Di + Ei

(i21,2,00004,0)

ou Ci et Di sont fonctions rationnelles et Ei est 1’eventuelle
parti irrationelle de ¢ et Y.

Fixons un pdint M sur W: ils sont individualisés C; = C et
E;, =E (CetE= constantes).

En variant le point N sur 2, il s’ensuit que, pour que la
difference ¥, - &, résulte toujours rationnelle, il faut que E.
soit toujours ég;l a E, c’est & dire: Eiv=‘constant. Analoguement,
si nous ténons fixé ¥, et faisons varier ¢; sur W, on obtient le
méme résultat. )

Mais si E; & constant dans les deux variétés, il n’est plus
irrationnel.

Pour cela 01 e Yi sont rationnelles. comme il fallait démon-
trer.

‘

Supposons maintenant que V soit irréductible. Si h est sa
dimension, puisque ses corde sont w2 chaque corde posséde :i

points, il devra étre:

2h - 1=1r
\
c’est a dire:

Il s’ensuit que r est nécessairement impair.
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En répétant le raisonnement, que nous avons fait précedemment,
choisissons deux point M (xo,x1,.....,xr) et N (ya,y1,.....,yr)
sur cette variét§.

Ecrivons les équations de V en forme paramétrique:

Xo =1, x, = @1(31,a2’_..,_,ar_1)’ X, = Qz(a1,u2,.....,ar_1),-..
7 2
eevesX = ¢p(a,,0,a---'->ﬂp-1)
2
yo = 1, v, = Q1(B1,827-...-’B - ): yz = 0 (B ’B """’ﬁr-l)""

r-1
2 v
EEEEES A L QY TR S B

2
Les premiers Piyx résultent:

7 7
poz = ¢ (B,,Bz,-----,ﬁ 1) - 02(“1,02,-- ..,qr_l)
_5' v
Pop = @ (BysBgsen- "Br-l) - °r(°1’gz"""’“r-1)

En répétant les considéreations précédentes, nous pouvons
fixer le point M et par conséquent le ¢, (“1’“3"""’“r-1) et
faire varier le point N sur toute la variété.

Par le raisonnement précedent, puisque les p ok (k=1,2,...,r)
résultent rationnels, les @ aussi seront rationnelles, comme il
fallait démontrer.

Soit maintenant le systéme Ld/ (r-1sd) irréductible.
Intercoupons ce systeme par un hyperplan Pour un théoréme bien
connu de TERRACINI (voir: [2]), on obtient un systéme de quadri-
ques irréductible de Sr—l ayant le meme dimension et la méme ca-
ractéristique.

Notons ce systeme par Ld/ . Puisque 1’espace qui le conti-
ent a dimension r-1, ce systeme satisfait a la démonstration pré-
cédente et sa variété est une des suivantes:
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1°) un point double de Sr-l;

2°) une variété réductible de Sr-l’ qui possdde deux variété ra-
tionnelles de dimension h, et r-h -2 (1<h <r-3);
—_ 1 14

3°) une variété irréductible de S,..q de dimension E%Z (r = nombre

pair).

Telles variétés sont evidemment les sections hyperplanes de

la variété base du systeme L, . ..

Puisque on obtient tel résultat par un Sp-1 quelconque, il
s’ensuit que la variété base de Ly, _, est une des suivantes:

1°) une droite double de Sr'

(En effet un hyperplan générique de S, coupe dans un seul
point double seulement une droite double).

2°) Une variété réductible, qui possdde deux variétés rationne-
lles de dimension: h=h +1 et r-h=r-h -1.

(Les variétés doivent &tre nécessairement rationnelles par-
ce que leur sections avec un hyperplan générique sont rationne-
lles. Si, en effet, une seule coordonnée, par exemple
x = ¢ (a 0550000050, ) était fonction irrationnelle des para-

métres, la section hyperplane Xg = 0 (s#m, 0 £s<r) serait irra-
tionnelle, contre la démonstration précédente.

Les dimensions de cette variété sont evidemment h +1 et
r-h -1, pour que les sections hyperplanes résultent de dimensions

h,

et r-h,-=2).

3°) Une variété rationnelle irréductible de dimension % (cette
variété doit é&tre rationnelle pour les méme motifs susdits
et elle doit avoir dimension %, pourque la section hyperpla-

ne ait dimension 2%3).

Soit maintenant le systeme L (r-2<d). En sectionnant
d/r-2 N
ce systéme avec un hyperplan, on obtient un systeme Lé/r-z
(r-2<4d) de Sp-i’ qui par rapport a S,..q» S€ trouve dans les meé-
mes conditions du systeme Ld/r-l par rapport a Sr' Pour cela ils
seront valides les conclusions précédentes et la variété base de
Ly/p-o Sera une des suivantes:
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1°) Un plan double;

2°) une variété réductible, qui posséde deux variétés rationnelles
de dimension h et pr-h+1 = r-h+2-1;

3°) une variété rationnelle irréductible de dimension L}l (r =
VRS

nombre impair).

Soit maintenant le systéme Ld/r 3 (r-3<d). En sectionnant
ce systéme par un hyperplan et en répétant le raisonnement préce~
dent on trouvera que la variété base sera une des suivantes:

1°) Un,S3 double;

2°) une variété réductible, qui possdde deux variétés rationne-
lles de dimension h et r-h+2 = r-h+3-1;

3°) une variété rationnelle irréductible de dimension —73 (r =
nombre pair).

Ainsi poursuivant il est &vident qu’on pervient a démontres
le théoréme.

2 - Donnons maintenant des exemples significatifs.

1°) Dans Sg il existe un systéme linéaire de quadriques
5/5, dont 1la varlété base est constitue par une V3 rationnelle
de S, et par un plan, ayant en commun avec la V3 une génératrice.

Les équatlons canoniques de V: sont:

NN
R Xy X, X, -
X, X Tx> X °
1 2 [
celles du plan:
. Xy = x, =0, X, = x, =0, X,-x, = 0, X, = 0

Et le systeme devient:

Ao (xox,=x3) + A (xgX,=X,%,) + Ay (X X, =X X )+
A (X, -x )%, 4 Ay(x =x,)x, + Ag(x -x,)x, = O

2°%) si 1a V se casse dans une quadrique de S, et dans un
plan de Se d’equatlons




33

qui posséde en commun une génératrice avec la quadrique:

Xo

X, = x. =0 (2)

uxlux

x1
on obtient trois quadriques de S,

XKoXy = X X, = 0, x, (x -x,) = 0, X (Xy-%3) = 0

Nous pouvons considérer un plan de Sg»> qui a en commun avec
V dégénérée, c’est a dire avec la quadrique (2), un’autre géné-
ratrlce'

et de cette maniére on obtient le systéme linéaire de 8,

Bo(Xoxy = X,%) + A (x, = x)x, + A (x, - Xy)X, +

+ A, (x - x )x, + A (xy = x,) + Ay x,x, =0

3 s

qui est un Ls/s de s,.
3°) Dans Se considérons le systeme linéaire Ls/5 de S,:

Ao (XgXy = X,%,) + A(XoXg - X,X,) + Ag(xXaxy = X3%,) +

+ Asx‘xe t A XaXg + AgXgXg = 0
qui a pour base la V:'pationnelle de S,
Xo X5 X,
Z:Z:Z,-XG:O
et 1° S, d’équations
Xy T X5 = X4 =0,

Si d’un point P nous projéctons 8, nous obténons un S,» qui
coupe la V dégénérée, constituée par une V,, qui se trouve sur
le plan intersection et par une droite 8. Le point P e la droite
s individualisent un plan de cordes de la variété base, qui sorte

de P. Pour cela la caractéristique du systéme est: 6 - 1 = §.

4°) Considérons la variété de Segre individualisée par les
couples des points de deux plans de Sg
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Yop © *o¥*p
Yap = x1xp (p = 3,4,5)
Yap * XaX,

En éliminant Xos Xy5 X_, xp, on obtient les équations:

Yok Yan ~ Yoh Yk ° 0
Yox ¥Yan ~ Yoh Yak ° 0 (k#h = 3,4,5)
Yak Yah = Y4p Yo = O

I1 s’agit de neuf quadriques de Sg».qui forment un systéme
./7, dont la variété base est donnée par

y03 - y13 y23 y°3 _ y13 y23

yoﬂ y1b y#“’ yOS y15 y25
(3)
You _ Yia _ Yau
y°5 y15 y25
Les équations parametrique de cette variété€ sont:
Yos =15 Y,5 =4y y, =, You M Y, T U5 y, . = vn,
> Yo T 0, Yas = HO, Yas = V6.
1

I1 s’agit d’une V,» par shaque point de Sg ils passent =
cordes de cette variété contenues dans un plan. Donc la caracté-
ristique du systéme est [7].

5%) Le précédent systéme en géndre un autre. Si aux trois
groups de fractions (3) on égalise respéctivement les rapports
suivants:

y33 y33 ysu

?
y34 y35’ y35

On obtient un L,, de 'S,,, qui a. pour base une V]° de Sg> qui
résulte une variété de Segre, individualisée par les couples de
points d’un S, et d’un S, de s, ’

La caractéristique du systéme est 11 et Par un point P de
S,; il passe une seule corde de 1la variété base.
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