O MHTETPALIMIU JUHEAPHUX TUGEPEHIIUJAJTHUX
JEAHAYMHA ¥V 3ATBOPEHOM OBJIUKY

WM. Banpuh, Beorpan
Hata je nuHeapHa jemHauMHAa
¢)) y®Wqa ya=) t...tra, Y +a,y=0, (ay=ay(x))

IIpobnaem cBoljema jenHaumHe (1) Ha jeAHAUMHY HHXer pela H,
C THM y Be3d, pemiaBama jennaunHe (1) xBaapaTypama, peluaBad je
caMo y OrpaHHuYeHoM Opojy ciydajeBa.

VY nocnenme BpeMe 0BO mUTame mocTasiba b. ITonos, [1], pema-
Bajyhu JIHHeapHy XOMOTeHY jelHaunMHy Tpeher pena, xao 1 M. Pab, [2],
KOjU pelllaBa y OCHOBH HCTO NUTAHeE, C THM IUTO JATY jeOHAYMHY Tpe-
THpa ¥ KBaJIMTATHBHO. :

V oBoM pany je, Hajupe, H3BEJCH jedaH KPHTCPHjYM Kal Ce jeaHa-
YHHA n—oOr pefa odumuka (1) pemyuupa Ha jeIHaudMHY pela n—2; A3Be-
JIEHY Pe3YJTaTH Ce 3aTHM NpyuMemYjy Ha jeauauuny (1) 3a n=3 u n=4,

Y Toxy paja npuMemyjy ce penatusau uszspoad M. Ilerposrha, [3].

PenatuBHu M3Box n—or peaa ¢yHKuuje u (x) yBoau ce neduHu-
nHjoM

u(n)

A, (w) =

s (u(ﬂ) = d"u )

dx"

OJIaKJIe Ce HaJIa3e Pa3Hd OJHOCH Meljy PelATHBHMM: H3BOIMMA.
VY 0BOM pany Cy NPUMEHEHH OOHOCH

A @v)=A @+, (); A, (%) =A, @) -A,(0; A (@uY)=nA, u);
A, wy=A; @) +Aw); A, (exp | udx) =exp § A, (u)dx =u.

Henocpenno u3 gedpunuumje cruenyje

)] Ay)=A"p () +A, W) Ap—, ();

3) A, (@) - A (v) = A, (%) A, [uu A, (%) ]
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y pany je, nHaie, ucxopuiifieHa Teopema o jeaHoj pexypeHTHOj
JIMHEAPHO] XOMOIEHOj nn@epermmanno_] jenHavwHu Apyror pena,
[4], KOja TJIacH:

CBaxoj MHTErpaldWIHO] jeIHAYHHHA

4) A=, (=0 (x)

oxrosapa MHTerpadWiHa jeXHauYMHA MCTOT ODIWKa

(5) As('nk)=q)+)‘k’ (k=1’2,3’°")
rue je
k—1 1
= A — ’ =W)
(6) 7‘/: g}[ a( ¢Xv )] (Xo d))

a pyHkumje X, dopmupajy ce o peKypeHTHOM odpaciy

% | Xy= X+, (‘/7‘_—1)

OmiuTyd HHTErpaaM jeaHauyuHa (5) Be3aHH ¢y pelamujoM
k~1
A
® =3[ [iy—)} 0u=2)

(1.2) Jemuaumna (1) ce y HeXMM CIeHMjaIHHM CIIy4ajéBHMa CBOIM
HA jeIHAKOCT PeJaTHBHHUX H3BOJA MCTOr pela

) Ba(3)=Br (), (P=y(x), e~e(x)
KOja, YCTBapH, HPETCTaB/ba JIHHEADHY XOMOIEHY jeNHAYMHY n—Or
pena y OAHOCY Ha HEmO3HATY QyHKuHjy y (x).

OBpae Cy o4 MHTEpeca ciy4ajeBd n=2 i n=3,
(1.2.1) Jeguaumna (9) 3a n=2 rjacu

(10) A, () =A,09,

WM, HAa OCHOBY (3)
\ y y
A, (?)Al [ysAl (?)] =0
ITowrro ys#ke, (k=const.), M3 mocieniwe jexHauMHe ce mODHja

yel, ( ) ¢, (c,=const.)

.
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a TO je JMHEeapHA jemHAadYUMHA, YMje PEIIeHhe je Y MCTO BpeMe M OMIUTH
nHTerpay jemnaumae (10)

(1 y=¢ (Cl J‘i—f + c,) , (¢, =const.).

(1.2.2) 32 n=3 u3 (9) cuemyje AMHeapHA XOMOTeHA jeJHAUMHA
Tpelier pena
(12) Ay () =4,0(9),

YMjH je jeflaH MapTUKYIAPHR HHTETPAJ, OYEBHIHO, y, =¢.
Jemnaunna (12) ce cyncrurynujoM

(13) y=¢0, (0-0(x)

Tpauchopmuie y jenHauwHy Tpelier pexa Yy ONHOCY HAa HEMO3HATY
dyrxmmjy 6 (x)

A,0)+3A,()A,(0)+3A7,(.)A,(0)=0,

Koja ce, Oajbe, CMEHOM

i

(14) 0=, T.j. 6= ndx+c,

peOylypa Ha JMHEAPHY XOMOTeHY jeXHAYMHY Ipyror pela

(15) A, +3A,(5)A () +34,(e)=0
VBohemeM naBe HoBe dyHkuuje ¢ (x) M ¢ (X) CymCTHTYUH]OM

1;=exp_\'<pupdx]

e=exp | pdx

(16)

jemnauuna (15) ce csoau Ha Bernoulli-jeBy jeaHauMHy IO HEIO3HATOj
ynxumju ¢ (x) .
G+ +@*+3¢+3) " +{'o=0

qyje je pelleme (MAPTHKYJIAPHO)

17 P = {(¢»v+3)[x—3j.—(—$—:—§? dx]}—]l

IIpema ToMme, axo je

e=expf pdx
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' OHJA je jeAHO MAPTHKYJIApHO pelucibe jemHauuHe (15)

N, = €Xp I oy dx,

npu YeMy cy ¢ynkumje o(x) m Y(x) Besame pemamgjom (17). Omwtu
HuTerpan jeaHavure (15) je y ToM ciyuajy

dx
(18) 7]=7)1(C|J.Tn—?—s_l+ca)’
a OMWTH HHTerpan jeaHavuHe (12), va ocHosy (13), (14) u (15)
(19) yasJ‘nl(c,j‘—g)—c;+c,) dx+c,.
Ny e

2° Jemnaumna (1) cMeHOM

(20 y=pz, (p=p(x)

TpaHC(HOPMHUIIIE CE Y jeTHAYHKY

n
1) 20— D' b, 2N =0, (b, =b, (%))
v=1
rue je
< n-v
22) b=~ X (k23] ader(a), (@=D).
y=0

dynxumja p (x) onpehyje ce u3 ycnosa b, (x) =0, wm

. nA,(p)+a,=0,
oakne je
23) p=exp(——:;—jaldx),
na ce (20) jaBma y 0OHKy
(24) yazexp(——’ll—j‘aldx)

(2.1) TIpema Tome, (1) ce cmeHOM (24) TparchOpMHLIE Y jeAHAYHHY

n
(25) Zm - D b, 20 - 0.

v=2
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AKo ce, Jajbe, yBEIe MPETHOCTABKA
26 be=0, k=2,3,...,(n-2)
jennauuna (25) mocrtaje
7N 2~ b,z -b,z=0,
HITH Ap(2) = bp_ A (2) -5, =0,
OMHOCHO, ¢ 003upoM Ha (2)
Ay @ +A, @) Doy (2) - bpey B, () - by =0,
oJaxyie cienyje
[An—y @ ~ § ba dx} +A, (2) [An—; @) ~ buey] = O.
OBa ce jegnavWHa, y3 NPETIOCTABKY
28) by =Bn_y ©), ba=An, (@)
rae je « (x) npousso/bHA (hyHKTIHjA, peAynHpa Ha jenﬁaql»my
[Bn—, (@) = Ba—; O +A, (D) [Ap—, (2) = Ap—,(9)] = 0,
WA
[Aaey (@) - Bpey O] A, [20D - zA,_, ()] =0,
M3 KOje Ce HENOCPEIHO Hajla3M jefaH OpBM MATerpaji jeaHauuHe (27)
29) =N - zA,_ (e)=¢, (c,=const.)
(2.2) Jepnauunn (29) oarosapa XoMoOreHa jeOHAYMHA
Any (2) =Bpey (6
Ylje je MapTHKYNApHO DeUieHhe, OYEBHOHO
z, =&,
mTO 3Ha4M Ja ce (29) cMeHOM z = cw, (w = (X)) peaymupa Ha jenHa-

YHHY pena (n -- 2) mo HeNno3HaToj GPyHKUHjH o (X).

Ilpu naBenenuM ycnoBuMa koedbunmjenTn jemHaumme (1) Hanase
ce u3 (22), (26) u (28)
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S e k=23 (n-2),A % 4=
a;5=2(k_ )av k—v(P) e, - )> 1@)3—;"10: 9

(30) ey = Ay (€) + Z( )av i—y—2 (P)

v=0

n—1
N @+ e, By ()

y=0

IIpema ToMe, JuHEpHA XOMOIeHa jeaHaumua n—or peaa (1), uuju
KoebruHjeHTH Cy faTH peramujaMa (30), peaynupa ce cmexoM (24) Ha
nudepeHIMjanty jemHauuHy peda (n - 2).

3° V oBoM maparpady ce HM3BeReHH pe3yllaTH TNpPWMEbYjy Ha
jemHauuHy odmika (1)3an=4un=3,

(3.1) Jemnauuna (1) 3a n=4 rnacu
(31) y’v+a1y’"+any"+aay’+a4y='0, (av=av (x))

a eHH KoeHIUMjeHTH ce Hamase u3 (30)

o ra E—-

(D a-A (e)+2( PN A@- -3,

v=0 (a,=1)

3
a, =N, (e) + Z ay Ay (P).

v=0

Jemmaununa (31), ca KOCQ;‘vPIIII/IjeHTHMa (32), penynupa ce cMmeHoM

(33) y-—-zexp(——‘li— a, dx)
Ha JUHeapHy jemHaumHy Tpeher pema

34) 2" -zA,(e)=c,
KOjOj OOroBapa XOMOI€Ha jeIHAYMHA

(35) A, (@) =A, (¢).

Kopuctehin ce pesynraruma ms (1. 2. 2), OMUTH WHTErpan jeauHa-
yuHe (35) nanasu ce u3 (19)
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(36) zZ=¢ v;l(c, cf—xz+c,)dx+c‘,
. € 'nl

rac je, mpema (16) u (17)

37 s=expfcpdx,vh=expjcp¢dx,<p={(¢+3)[x 3"‘(‘3_-:32), ]}

Opartne ce, METOAOM BapHWjaluje KOHCTAHAT2, HAJMA3H OIITH
unTerpan jemnauune (34), z=z(x, c,, ¢,, ¢,, ¢,), a u3 (33) onurTy HHTE-
rpan jennavune (31).

ITpumep: Hexa je a, = e~**u { (x) = a, (k = const., a = const.). Tana
ce u3 (37) Hamaszu

o a+3
=—’€=x“ =xaa oL =——
=% * T ’ a+3a+3

Koeduunjentn uurerpadunne jemuauune (31) cy, y Tom cayuajy,
npema (32)

a,=e**, q,=3k 2k + e=%*), q, = “(“ D) +k* (16k + 9e—*kx), ]
(38) i
g, -2 1))6,("" =2 ke 23k + 13e—4),

OnuTH MHTErpan Xomorene jemnaumue (35) je, Ha ocuosy (36)
Z=x%{ x%% (c,+¢, [ x— =+ dxydx+c,

OJlaKJie Ce, HAaBEJCHOM METOOM, HaJIa3H OIIUTHA MHETETPAJ HEXOMOIeHe
jemnauune (34), a u3 (33), 1.j.

—A4kx
y=zexp—p—s 2=2 (x, ¢, € 0,€)

ONIITH WHTErpas jeauauune (31), ca xoepuimjentuma (38).
(3.2) 3a n=3 jemmaumna (1) mocraje
39) y'+a y'+a,y +a,y=0, (ay=a,(x))

rae je ua ocuoBy (30) -
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: a,=A,(s)+§',‘(§;:)avA._v(p)

= A o= .- ﬂ
(40) ,20 (D) 3
a, =A@+ > ayBy, (p) (a,=1)

V3 oBe ycnose (39) ce cMeHOM

41) y=zcxp(—I %Ialdx)

TpaHchOpMHILE y JHHEApHY IudepeHuMjanHy jeoHauYMHy APYror peaa
42) 2" - z8,(e) = ¢,, (c, = const.),

K0jOj OArOoBapa XOMOI€HA jeTHAYMHA

43) ‘ A, (2)=4,()

OniuTH UHTErpaji oBe jexHaumue je, mpema (11)

dx
zZ=g|¢c, -;;—2—-{—(‘3 )

0JlaKJIe Ce HaJla3H M OTIITH HHTErPA jeqHavnHe (42)

@ mefore [%va [ faan [% - f(ef#)a ]}

a ommTH MHTErpai jemHauuse (39), ca xoepuunjenruma (40), nobuje ce
Kaz ce z u3 (44) cMenu y jemuaxocr (41).
Chayxefin ce jeIHOM IPYroM METOJIOM, Y OCHOBH [0 HCTOT pe-
3yxrara ponasu U b. [onos, [1], HO ¢ orpamnuenem A, (g) = ~a,.
(3.2.1) INonaszehu ox uwrerpadunne jemHaumne (43) chenyje, Ha
OcHOBY Teopeme u3 (1.1), na je mHTerpabUIHA M CBaKa jeQHAYHHA

(45) A, (z0) =A, () +hp (k=1,2,3,...)
rae je
a5
(46) 7\ = [A’ — }, (X°=A, (S))
" Zo 2

npu ueMmy ce ¢yHkudje X, , GopMmpajy Mo pexypeHTHOM opacmy
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@7 X,=Xy_1+A, (—1—)

\/X v—1

U OILUTH MHTErPajd JATH Cy pejalyjama

k—1
Az)
48) zk=zvl=]0[v;v], (=2)

Jemnaxoctu (40) cama ce jaBibajy y obIuKy

!
3-v a, .
NI ML NN CERE S

(49) , i
i = (D) + M+ D @, y(p) (a,=1)
y=0
(3.2.2) Hpema TOMe, TUHEAPHE XOMOTEHE jeTHAYUHE
(50) Ve +a Ve + Ak e+ apeye=0, (k=1,23,...)

H

peliaBajy ce KBaapaTypama axo HMXOBU KoeUUMjeHTH 3aJ0BOJbABAjy
ycnose (49), (46) u (47). Omury unrerpanu jensHauuna (50) cy

51 ykzzkcxp(—éj‘aldx),

rae ¢y gyuxuje z;, nate penaunujama (48), a nOYETHH MHTErpal, Z==2,,
oapeleH je jenuaxourhy (44).

Mpumep Hexa je <= e, a, =e~%. Tama ce 3 (49), (46) u (47)
Hamasm 3a k =1

2x* -1
= 2 o —3x
a,,, =4+x"+ T %) +2e—%
(52) 22 - 5h
8 - X
oy = 2X (1 + m) A+ 3e

Onmty uurerpan jeanauude (50), ca xoeduumjentuma (52), je
Ha ocHosy (51)
e

Y1=2,€Xp —5—»

rae je, nmpema (48)
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’

z—_
Yoyl xt

npu t{e;wy je¢, ¢ od3upoM Ha (44)
z= " {c1 +e, J- e dx+ec, [ J. " dx J‘ e dx - I(ele’j e~ dx) dx]}
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Zusammenfassung

UBER DIE INTEGRATION DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
IN GESCHLOSSENER FORM

I. Bandi¢, Beograd

In der vorliegenden Arbeit wird das Problem der Reduktion der Gleichung
(1) auf eine Gleichung niedrigeren Grades und, im Zusammenhang damit, das Problem
der Auflosung dieser Gleichung durch Quadraturen bearbeitet.

In § 1 sind die Materialien dargelegt, welche auf die Losung der gestellten
Frage angewandt werden. Hier werden, zuniichst, die Grundverhiltnisse zwischen
den relativen Ableitungen (3) auseinandergesetzt; im Punkt (1.1) wird ein Lehrsatz
iiber die rekurrente Lineargleichung zweiten Grades dargelegt und im Punkt (1.2)
ist die Moglichkeit der Auflésung einer Lineargleichung in der Form (9) fiir n=2 und
n=3 untersucht worden.

Das Grundproblem wird im § 2 geldst. Dort wird (1) durch die Substitution
(24) in die Gleichung (25) verwandelt, welche unter der Voraussetzung (26) auf (27)
zuriickgefithrt wird. Diese Gleichung wird, durch Einfilhrung der Bedingung (28)
auf (29) reduziert, woraus man unmittelbar zur Gleichung des ~—2 Grades kommt.
Schliesslich werden, aus (22), (26) und (28) die Koeffizienten (30) der Gleichung (1)
bestimmt, wenn man diese auf eine Gleichung des »—2 Grades zuriickfiihrt.

Im § 3 wird die Anwendung der Resultate aus dem § 2 auf die Gleichung in
der Form (1) gegeben, fiir n=4 und n=3. Zugleich beweist man, dass unter den
obenangefiihrten Bedingungen diese Gleichungen durch Quadraturen abgeldst werden.

So findet man im Punkt (3.1), dass die Gleichung des vierten Grades (31),
unter den Bedingungen (32), durch Quadratuaufgelost werden, und im Punkt (3.2),
dass die Glechiung des dritten Grades (30), unter den Bedingungen (40) integrabel
ist; im Punkt (3.2.1) wird der Kreis intergrabler Gleichungen (39), durch die Anwen-
dung des Lehrsatzes aus dem Punkt (1.1) beliebig erwietert.



