NPUJIOT KOH TEOMETPUJATA HA TPUATOJIHUKOT

TOJUINEH 30PHUK HA ®PNTO0O30PCKNOT ®PAKYIITET
HA YHUBEP3UTETOT BO CKOILJE, Kuura 2 (1949), 109-134

lNpu n3yuyBaweTo Ha TreoMeTpUcKHTe (Urypn HHE npHme-
HyBame pasnudHd MeTonu. Jlogeka ce reomeTpPUMCKUMTE METOILU
#seonpeieNeH, aHAJAMTHYKKUTE Ce rlIOMa3HM, Taka a Ce U nopexn
CBOjaTa NOTNONHOCT Tewko ynorpe6anuru. [IpenHocra nmak Ha
TyKka ynorpeGeHaTa BeKTOpPCKa MeTola € Taa, LITO CJIyXejKn
ce CO MpPOCTHOT anapaT Ha BEKTOPCKOTO cmeraHe, CO ycCIiex ru
pelraBa HeKOH OX ocoOuHuTe Ha pamHuTe Purypu. Ilpeamer Ha
©oBaa pafGoTra e ga IoKaXe, KaKo CO BEKTOPCKHOT MeToH ce
Jo6GuBaar HEKOH BeKe I[O3HATU METDHYKU pellailud npyu TpHa-
TONIHUK CO OUPEKTHO peiaBarbe, 6e3 Ja ce nosHaBaaT HEKOU
JIpyru ocoGuHM M peslauMd, Kou OH Oujse 3a reoMeTPHCKHOT
METOA HEONXOIHH. . :

Bo nDpBHOT pen Ha oBaa pacnpaBa H3BellyBame HeKOH
NpeTXOLHO mno3HaTH ¢OpMyauM MNOTPeGHM 3a NOHATAMOLIHUTE
apecmeTyBambha.

Bo OpyrHoT nejl TM H3BenyBaMe METPHYKHTE peJjlauMH CcO
BeKTOpPCKUOT MeTon. Bo wcrara rnasa paBame U HEKOHM BeKTOp-
CKM peJjlaliiM 3a [OJIOXKAjOT HAa 3HAa4YajHUTe TOYKH BO TPHAroJ-
HUKOT BO OIXHOC Ha HErOBHUTE BPBOH.

Mpodecopute A. Bunumoeux, Kapamarau T. Aure-
JM K ja npoyuTaa oBaa paboTa U MU y4YMHMja KOPUCHH Npumen-
64 3a Koje WITO cym Hm OnarojgapeH.

1

1. Monoxajotr Ha elHa TOYKa BO paMHHHa Ke Guie omnpe-
JelleH NO OZHOC Ha HeKoja CTajlHa TOouYKa-noJ, €O mOMOLITa Ha
BekTOop. Taka 3a Touknte A, m A, (cn. 1) no onHoc wa O ru

. —  — .
uMmaMe BeKTOpTHe UA, n OA, WTO ro onpelejaysaar nojloxajor

Ha THe Touykd. 3a onpenxejyBaltbe Ha cekoja japyra Touka A,
HITO JIe)XXH HAa IpaBaTa p, M ja OdeJd BO HEKOj NO3HAT OJHOC k
orceykaTta A, A,, mocranyBame N0 CJIENHUOT HaYHH:

— —>
A,A=kAA, (1
niau .
Al — —— — —5
0A—OA,=k(0A2—0A ),
A OX Kale WTO umame
6/? OA +kOA 7))
1+4%
) =\ Ha penaunara (2) moxe
o : Ia U ce nale ywTe eneH OGJHK,
Cn. 1 aKo ce craBu k=m,:m,
— —_—
6;1’ _m, OA,+m, OA, )
m,+ m,



PaBenkaTa (1) H4 nOpeTrcraByBa HCTOBpPEMEHO M YCJIOB 3a
KOJIMHeapHOCT Ha Toukute A, A, u A,, KOj LITO YCIOB MOKe
Jda ce HamMiHe M KakKo \

— — — "
. OA-20A4,+1n0A, .. : @)
3umajin ro Bo npenBun (2) umame
— ._._] —_— -— —%k ) -
Tk YT 1xk
UMK coBGupajku ru
A4+p=1.

A ¥ p HHM [OPEeTCTaBYBAZT NPOUSBOJIHM papameTpH, LWTO"
ja 3amoBonyBaaT penauuara (3) umajku ja Bo npeaeun (2)
O6paTHO, MmOXe Ja Ce noKaxe OTH (ﬁ") npercraByBa yCJIOB 3a
KO/MHeapHOCT aKo e HUCnoJiHeT yEaosoT (3)3).

Hamomenysame nexa paseHkaTa (1) OOHOCHO (2) HM npeT-
CTaByba M paBeHKa Ha IpaBa HITO MiHEe HM3 A, u A,.

2, Ra ja sHanuuieMe KOCYHYCHETa TEOpeMa EO PeKTOPCKH
obGmme. On TpmasosuukoT OA, 4, (Cx. 1) nmame

— ——p —>
OAi -+ AlAz = OAz .
Il.uraptu Ha KBaapar, noGuBame : 0

—>,
OA.* +20A4,-A,A, + A, A2 = OA.". (&)

3. Enna TOuka P ce Haorfa BO PamHHHATa Ha A, B C
aKo HOCTOH penau.uja'ra

— —
OP-c:;1 OA+cx, OB + «,0C 5)

M Kora e MCHNOJIHeT YCJIOBOT
"y toy =1, (6)

C'rasor ro nokKaxysame co nomouwrta #a dopmynara?t)

op {(OA x 03)+(03 x5c)+(o.c-x 674’)} - OAfZFB xod ™M
HITO Rasa YCJIOB To4Yxata P na JAeXX¥ Ha paMHHHATa HH’S A, BucC.
Oxn (5) u (7) moGusame
—_— [ P — f——p  —
(0 + 0y +cy) OA (OB x 0C) - 04 (08 <0

IITO NOKaXXyBa JNeKa e ycnoéor "(6) ‘weonxanen. [exa e TOj
yCROB M IOBOJIeH Ce YyBEpyBame 1O CIeIHHOT HAHNKH :

Oa (5) u (6) umame
— —_ — —_
(s +ay+ 0y ) OP =, OA +a, OB +a!OC

1) Ha ce BHOM Ha nﬂuue p:
J. Spielrein, ekta)*rechnuug, 2. Aufl., 1928, S. 63.



o, —0—2—6}—;)4-(:,(.65’—0 . +a;(—5a’——53)—0-

— —_— —) —
ol KaIe clieiyBa Jeka TpuTe BexTepu OB -OP, OB-OP n
— — .

OC - QP ce xoMmnaHapHH T. e. TOoYkKaTa P JileXXH BO paMHU-,
HaTa HA OCTAHATHTE TPH'). '

Jla  BHOINME YIITEe KakBM Cce BHauelhbaTa Ha CKajlapure
xy, Oy, Og. TpuTe TOYKH A, B u C Hexka HM OHIaT BPBOH Ha
eJleH TPHaroNHUK, a TOYKaTa P npou3BoOJiHa TOYKa OJL pamHu-
HaTa Ha TpuaroaHmxor. O BpBOHUTe MOBJeKy8ame NMpaBu HUB. P
LITO I'M CeyaT CIPOTHBHHTE CTPaHU COOJBeTHO Bo A', B, C' (CJ. 2).

A c’ 8
Ca 2

Bp3s ochoBa Ha (2”) u (3) no6usame 3a A, P u A

— — —
OA’' =70A +(1-2)OP

uiau cornacHo (5)
o ‘ N o .
04 =2+, (1-M)]JOA +x,(1 -2 OB + (1 —2) OC . (8)

—_—
Ho ToykaTa A’ Jjie)ku U Ha BC na umame

— — —> 9
OA" = OB +(1 -p)OC, &)
KOe ynopeneHo coO (8) Hu InaBa
&y % P .
A= PoiDgy TveiTa

.CO 3ameHa Ha OBMe BpPEHHOCTH BO (9) umame

: _— SR
_%0B +c, OC
Oy + Oty

—
oA’

wau cnopen (1) u (2') ro noGuBame OILHOCOT

1Y Enen HOKa3 HA HCTHOT crtasm aasa M. lleno s, CsoGoduu
Be 8. Cdarﬁzr na BsmapckalBla akademun no naykuills u uckycidiaama,
KHHIa XVIli—1. 1042, cTp 22. _




BA
(o4 14
B4 - (107)
2 AC
ITo ncTHOT HayuH
e, CB "
“"2& (09
N .
ﬁ:& 10"’
“ CH (r07y

Peaanuure (10'), (10”) n (10’”) ocTaHyBaaT BO Cuia M Kora
Ke ra BaMeHWMe BEeKTOpHTE CO HMBHMTE MHTEH3HUTETH.

4. lpeceunuTe TOYKM, HA BUCUHMTe [/, Ha cumeTpaluTe Ha
crpaHuTe S M Ha cpeaHuTe JuHMM (G ce Ha egHa mnpaBa H ja
umame pelanujata?l)

GH - - 2GS an

GH-= -2GS.

l'o 3emame Tpuaronuukor ABC u BO Hero Touykute /7, G
u S (ca 3).

A

= A Ay
Cn. 8
Toramr nmame

—_ s B — .

GS - AG + kHA (12)
4 yuiTe

—_— — —

GS=B'G+k,HB
on kaje

—_— — —_— —>
AG-BG+k HA - kI, HB =0.

—
Muoxejku cxanapHo co CA poGuBame

. _|Fe-7d).ca
-

3 5
HA- CA
1) Bieberbach, Analytiscke Geometfie, 2. Anfl., 1932, S. 53.




Koe WTO 8ameHeTO BO (12) maBa

— — (F-73)Th —
GS =AG+ ——L " HA. (13)
HA - CA '
Mo wcTOT HauuH Ke umame
—
GH - GA + AH (14)

— — —
GH = GB+ BH -
‘WaM N0 O43emarhero Ha OBUe JBe PaBeHKH M MHOXeweTo CO
CA cxanapuo, noGuBame

(68 -ad)-ca |
AH-CA :
3Hayn HMe MOXeMme la YMHOXHMe IIPOMSBOJIHA BeNIHYHHA
CO JecHata cTpaHa Ha (15), Gea Ina ce npomeHd HejsHHaTa
“BpEJHOCT.
- Taka umame 8a (14)

—a —a — '
— — (GB - GA|-CA —> :
GH=GA + — , + AH. (16)
AH - CA
Kako e mak ‘ . ,

— —> —> —
A= -24'G w GB=-28B0,
on (13) u (16) ja umame Gap HaTa penauuja (11).
i

5. [la ru onpemenume cera pacTojaHujara Ha TEXHIUTETO
- 1O BPBONTE HA €BeH TPHATOJIHHMK W HOJDKHHUTE Ha TeXHIJHUTE

AuHKY. 3uwame NPOMBBOJIEH TPHATOAHMK (Ci. 3) Ba KOf WITO MY
ce CTpaHuTe S ,
— — >
AB-¢, BC-a, CA=b,

- -
\Z‘=a, lbl-b, |c|=c.

KoopaunaTuTe Ha cpenuiutara Ha crpaHure A', B, C’' ce
naneHu Bp3 OCHOBa #Ha {(2) {(Ba cny4aj k=1), No OAHOC Ha
npoussoies non') O, co pejauMuTe _

1) Toukata O He e yuprana



— > OB+0C —3 OC+0A —=2 OA+0B
4 -+ , + \ ,;_;+ . »
04 -2810C  op-2532%, oc . )

ToukaTta G nexu Ha AA na umame

—> 2-0_2+k(_61§’+68) (!;,)

0Q - ——=+%
"Ho oHa nexxu m na BB’, na e
~ ., zoB+elo2+ )
0G-—Fa+e— (18)
IMpecekoTr s1a OBHEe I Be npaBu naBa
p=Fk=2,

KOj HITO BpPeNHOCT4 3ameHeTH Bo (17) wiu (18) ro pamaar
nonoxajor On TeXUIuTeTO Ha ABC

OA+OB +0C
6——*3 +4 3 -+ . (lg)

Jdexa ¥ TpeTaTa TeXHULHa JIuHYja MuHe HH3 HCTATa TOuKa
e ouurnenuo ox (19), orn taja He BaBucu oa A, B, C'.

Penauujata (19) moxe Hanpaso na ce noGue u oxn (5),
saMeHyBajki# BO (6) BPEeNHOCTHTE

ul-a,-as—-—é—.
AKO 3emMeMe 3a- NOJ elleH Ol BPBOWUTE HA TPHATOIHWUKOT
ABC, nanp. O= A, Ke umame ox (19)
— —> > >
_AB -~ AC c-b (20)

aG
3 3

H aHaJorHo

—_— = > >

S a-b —> -> -
v CG = -‘;CBﬂb;a. (20111)

Iurajku ru Ha kBagpaTt (20°), (20”) u (20"') U 3eMajKu ja
BO .npenBun popmynara (4), ru moGusame pacrojaHujaTa Ha Te-
KUILIFETO OO BPBOUTE HAa TPHArOJIHUKOT

AG? 1‘. 2 2 2
G =—9-(2b +2c% - a?), 217)

B—G’z 1. 2 2 2 X
=?(Zc +2a? - b?), (217)



cG -l @ar2ee-c),
=g (2a*+26°-¢), | @21
KOj WTO co6paHM HaBaaT
22 52 <22 1 7
AG°+BG*+ CG =?(a2+b2+c2). 22)
Bo oBoj cayyaj (xora e O = A) nmame oxg (*)

—_—r —
AB +AC

;‘7
A=—

‘W Bp3 OCHOBa, Ha (20')

— 3 —
A'A’-‘7AG

HWIM MO JHralkhero Ha KBajapar, nofuBavme 3a IJoO/DKHHaATa Ha
Te>XXHUIHaTa JIHHH]a

—Ps 1 5 .

AA” = (20°+2c*—a¥) C(23)
¥ aHaNorHo ’

——)2 ‘l

BB = s (2c2+2a? - b?) (23")

vz _ 1 2 2_ 2

ccC =—(2a +2b - %), (23"

Papelier ru usaenynal) MCTUTe (OpMYysIH CO MOMOW Ha
BeKTOPCKHUOT MeTOIl HCKOPHCTYBajku ja penauu]a'ra Ha Stewart.

6. o 3emamMe HCTHOT TPHArOJIHHK M T'M NOBJIEKyBame Cume-
TpanuTe Ha crpanute. Co A’, B, C' ru o3HauyBame IMpeceyHUTe
TOYKH Ha CumMeTpajuTe €O coonBeTHUTE C'rpauu (cn 3).

On ycnoBort 3a Hopmanuocr nomery AB U SC’ cnenyBsa
SC'-4B -0
Ol Kajge umame '
’ SA*=8C* (24')
 NI0' UCTHOT Hauwn 3a BC u SA
SC*-SB>. (24")
__—’ .
3a SB” ke umame Bp3 OCHOBa Ha (2) (3a cayuaj k=1)

— —5 — sSC
SB'=SC +CB'=§L4-—21’———.

1) G..Papelier, Exercices de géométrie moderne, t. 1, 1947, p. 31



_—
MHoxejku ja ckanapHo co CA noGuBame, UMajKu npensBull
—_— — —

CA =SA - SC
B -CA - L{za*-5¢)-o. 24)

On (24'), (24”), (24"’) usnerypa neka ce Ce4aT CHTe TpH
cUMeTpalii BO €QHa To4Yka U Jleka e S Ha eAHAaKBO pacTojaHHe
ol A, Bu C.

Ila ro noGapame  pacTojaHueTo Ha Texuiurero G a0
npeceKoT Ha <HUmeTpalure S.

dopmynata (19) sa O=S HM xaBa -
—> =3 ——3 —
38G = SA+ SB - SC.
C'rpaﬂu're Ha TPpHAroJIHUKOT IIaK Ce jaijeHH Cco
—_— —p
AB - SB — SA,
—_— —> —>
BC = SC - SB,
———p  —— ——p
CA =S4 — SC.

K Ke rd IGJMIrHeMe Ha KBaapPaT M coGepume BadHUTE

UeTHpu DaReHKUY, nMunaup I

958G + AR+~ BC 3+ CA” -3(S_'A_"+—~’SBr +SC%. = - (25)
Kakxo e mak '
SA*=SB*=3C*=R%

TO Mmame 3a 6apa”HaTo pacrojanue
5—‘(;=-=-,;»2~L(a=+1fz +62) @)

tbopuyna'ra (26) moyXe u HanpaBO Ila Ce AOGue IuUrajkm
ja Ba xna.npa'r paBeHKaTa

—_ —
SG - SA+ AG
# sumajku ja BO npensun (20!), nmave

. —>AB+ AC |
5G*-SA*+AG + 254 -5 4. @7

Kaxo e on apyra crpana cnopen (4)

254 - AB - - ¢, (28")
2SA-AC=- - b2, (28")

np sameHaTa Bo (27) moGusame (26). BpenuocTa 3a AG*
ja smmame on (217). )

7. Bo Tpuarenuuxor ABC (cn. 3) nogHoXkjaTa Ha BUCHHM-
Te Hexa Oupar A,, B,, C, a HuBHMOT npecek /7.

1) C. L'aisant, Introductionala methode des quaternions, 1881, p. 53




3a na ro onpegsemime BeKTOPOT Ha '[OlOXAjoOT, Ke ce
nocnyXHMme co penrauujata (5). Hajnanpenm na ru npecme‘rame

BPENHOCTHTE HA O,, &, 5.

Crnopen, dhopmynata (4) umame

AB*=CB*+AC'—2CB*CA-
Kako e nar
——F P ——p —p
CB-CA=CB-CA,
Ke Hmame ‘ ,
AB*~-CB*+AC*-2CB - CA,.
ITo ucTuoTr Hauwn Ke nobGueme
AC'-AB*+BC*—2CB-A,B.
On (29) u (30) noGuBame COONBETHO
CB*+ AC* - 4B
2CB
- AB*+BC*-AC*
2CB

CA, -

>

A,

HJIHW 11O pasnejyBatbhe

(29)

(30)

—A,B' AB*+BC? -AC* c*+a® - b=
CcA, CB*+AC* AB’ at+ b2 - ¢

Ho nosneuuo'r OIHOC € TOYHO OJAHOGOT (lO’) na mumame

ag  a*+c* - b

o, at+bE—c% (317
3a onnocure (10”) u (10"') Ke poGueme aHaJIOTHO
ay b2 +a—c2 "
o, bP+rcE—a*’ (317)
o,  Cc*+b% - g% s
@, Erai-ot @1”)
Opn sagHuTe TP ORHOCA HOoGuUBame
oy - dn - Clg -
1 1 1
*+c*-a* a*+c*-8* a*+b-c*
_ 1 (32)
1 ] 1 )
Bici-a® @+ b @
3a (5) mo6uBame BO OBOj ciydaj
—> . — -—
OA + - OB + ocC
— 2 2 _ a2 2 2 _ p2 2 _ 2
OH=b+C a a®+c*-b at+b*-c¢ (33)

1 + 1 N 1 ’
b2+c2—a®  a:+ct-0* at+b* c*




AKO Ce BHECAT MECTO CTPaHWTe, COOJBEHUTE arjiu, TO Bp3
ocHOBa Ha :

tg C_a®>+c*- b6 o
tg B a*l+b-¢c* «q,

A aHaTOCHUTE ABa OJHOCa. MMame 3a (32)

Oy Ay Oy 1 34
tg A tgB tg C tgA+tgB+tgC (34)
-a—(33) pobusa BUAY)
— —6—> —
OH)= OQAtgA+~ OBtg B+~ 0OC tg C. (35)

tg A+tg B+tg C

AKo 3a O sememe eleH oI BpsouTe Ha ABC Ke umame
oxa (33)

— - — —
AH = (b2 + 2~ a?) (a2 +0° — ) AB +(a*+c*~ ) AC| & (36)
H HCTQ Taka

—_ r —y . —>
BH =(c+a%—b*) |(b*+c* —a ) BC+ (b* + a® — c")BA] k (367)

— i —> — . o
CH =(a®+b*-¢®) [(c*+ a* - 6*) CA+ (> +0*—a®) CB| & (36™)

KaJle Xk uma BPEIHOCT
—;c—=‘(a2+ ?—-c?)@a2+ct-b)+(at+c2—-b3)(c*+b*-a’)+
c+(a24+b2—c?) (b2 +c®—a?).

PacTojaHueTo nomery NpeceKkoT Ha BUcuuuTe M WM Texxwnil-
Teto (G, Kako U ol HH DO mpecekoT Ha CHMeTpajJHTe Ha CIpa-

HuTe S Ke To Hajoewe co nomowTa Ha Ojneposara penauuja
(11). [Iurajkn ja ma kBagpar ¥ semajku BO npesui (26) umame

GH*=4R> -%(a2+b2+cz) (37

HS?= 9R? — (a2 + b2+ ¢2). (38)

8. Cera Bo Tpuarojaukor ABC (cn. 4) Heka ™" MOBJe-
yemMe CHMETpaJIMTe Ha 2rjuTe U npecedHHTe TOYKH CO CNPOTHB-
HUTE CTpaHd I3 TH O3HAYMMH co A’, B, C'. la ru moGapame
pacrojanujaTta Ha O’ 1o A4, B, C.

1) U. LlenoB. CBo6ooru sekimopu (CGopuuk Ha bBbharapckara
axkaaemyst Ha Haykuth M uckycTBaTa), kn. XXXVIII—1, 1942, cTp. 34.
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Cn 4

' 3aumame yluTe 3HaverbaTa 3a CTpaHarte on § 5.

|Z§|=l:|=c; IB—C:‘).,=|:I=a\; ‘E/?|=I;;[=b-
Bp3 ocHOBa Ha (2) Ke umawe 7

1+k&

Ho Bextopor AA’ nexu u Ha OuUCeKTpucaTa Ha araloT
—— -——
nomery Ag u CA nma umame
—_ (4B _CA
AA" = ﬂ(::_;-— __T) (40)
' |aB| .[cAl

kun npeTc‘raByBaaT NpoM3BOJIHY CKaJlapH.
Co u3egHayYyBameTO HA OBME [OBe BpeJHOCTH IoGuBame

B () + G f5- ) o

. — —
Bnne]Ku ce nak AB u CA 5nmMHeapHO He3aBUCHHM HMaMme

k--—q— . 2bc.
c’ b+c” (41)

Co samena Bo (39) mzoGuBame

— —
2 b0AB — cCA

A4 -2L5 25t (42)
¥ aHvalJlOTHO
— —
55 .cBC —aAB (42)
c+a ?
N —_— —
CC'—GCA —OBC (42!!)

a-+b

11



Toqxara O’ Ke ja noGueme xako npeceK Ha CHMeTpanuTe
AA' " BB'

Ke umame
—p —
A0 =5, AA
> — (43)
-S,BB' + AB.

3emajin Bo npensun (42') u AB+BC+CA=0 noGusame
b+c PR

' a+b+ec’ 2 a+b+c’ (44)

3amenyBajku Bo (43) umame '

51=

a+b+c :

[To HCTHOT HaunH Haorame

—3 ¢BC —a AB
(4 —a 0

BO> = e - (457

'55,’ aCA bBC

45"
a+b+c ° ( )

MonurHatu Ha KBaJPpaT ACQ’. BO' w CO' ux ru naBaaT
pacTojaaujaTa Ha O no epeoute 4, Bu C

AO,S - b_c_%:_a_).’v . (46,)
wi o= Eg%._b) , (46")
(:_0;2 - &gﬂ, (46’")

Kage CO p CMe TO OBHAYHNW CKajapaT @+ b+c.
Co6pauy paBeHxure (46) HM nasaar
. A0 +BO:+CO2=ab+ac+bc-12Rr) “n

PacTtojannero Ha G no O Ke ro noGueme Kora Ke TH
3ememe BO npenaB-h, (25) (3a ciayuaj S=0') n (46)

oG = % (ab+ bc+ac) - —;— (a*+b¥+c*) 4Rr. (48)

abc P
1) R u r ce ckaaapH, 4uj Bpenuocu ce R=4P r==—p—.

12



BexTopor Ha nonoxajaT Ha O’ No OAHOC Ha MNpPOH3BONHA
Touka O Ke ro xoGueme Bp3 ocnosa Ha (5). CoonBeHuTe Bpen-
HOCTH Ha a,, @,, &, 8emajku BOo npensuia (10) n (41) ce

N _e o b % _ €
a, b’ @ ¢’ o a (49)
MK
oy G % 1
a b c a+b+c’ (50)
To:awr Ke umame?) 7
— g ——p
—66'-“0‘4 +b60B +c0OC (51)
a+b+c -

dopmynuTte (45) moxar na OupaT pasrienatu cera Kako
cneuvjanHu cayvyad Ha (51) Kora 3a O. 3emame eNHONOAPYro
A, B, C. , :

9. Ke ja u3Bememe yliTe penauujaTa wTO HM NaBa pacTo-
janne d nomery . UeHTAapOT Ha OfHIMAHWOT ¥ UEHTAPOT Ha
BNHILIAHHOT KPYyT.

) —_—r -~ —
- Penaumjata SO’ =AQ — AS (ca. 4) no nurawero Ha
KBaapaT He loBelyBa IO

[P —
SO*-A0"+4S"—240' AS. (52)
3emajku ru Bo npensun, popmynure (45) u (28), umame
—3 — 2¢ — —F 2 —2 —
-2A0-AS =———AS-CA—————AS-AB
a+b+c a+b+c
- _bc (c+0) |
~ o a+b+c

u (52) naBa®, no samenara Ha AO™ ox (4¢)
' SO2=d*=R>-2Rr
Koja IToO ja ixpeTCTaByBa GapaHaTa ¢hopmyia.

10. Axo Bo Tpuaroamukor ABC (cn. 5) ru- nosneyeme
HaaBopeinuurTe GUHCERTpHCR Ha armMTe B 4 nofapame HMEHWTE
npeceYnH TOYKH, Ke uMame coraacHo (40)

) Burali—-Fortie Marcélong'o, Elementi di Calcolo vetto-
riali, secondd edizione, p. 53 :

. A . DeSain t—Germain, Recueil d’exercices sur la mécanigue
rationnelle, 1926, p. 31 (oBlexa ce uzBenysa ucrara gopmysa co nomaiu
sa Teopemnte Ha Leibnitz nm Lagrange 3a napajaensu cuaum). '
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Cna. 8§

_ ,
AO.=r, ( : ) (34)
[a8] IC4.
W MCTO TakKa
s BC AB '
BO.- —r. (£S5 +25). (55)
I8C| |aB

On TpuarodHu<or ABO. nmame

(2B CA Y B, ( BC | AB
I\—> —> 2
| Al i

HMmajku ro Bo npeasun AB+ BC + C.-{ =0 poGunBame .

bc ro— ac
a-+b-c’ 2 a+b ¢’ ’ (Sé)
Taka pga (54) n (55) cranyBaaT

ry=

-, bAB+ ¢CA
Ae="0b-c - 67
— —> '

Ona TpwaronHukoT nak ACO. vmame ¢

> aCA - bBC
_ a _
S e . (57")
VYnopenysajiu riu Qopmyaute (57) co THe onm (45), rae-
oame Jileka MCTUTe MOXKaT la ce AO6HaT OJ HWB CO 3aMeHa Ha
¢ co —c. Taka moxeme Hanpagro na IHiIeMe HMajK4 npeaBua (51)
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> 40A+b0B -cOC
— a0A+ —c
00. - a+b-c¢ '

9

KOe JIeCHO Ce NnpoBcpyBa,

—_— — —_—
Jurajku ru Ha kBanpatr AQ., BO. m CO.,ru noGuBame
¢dopwynHuTe LWUTO HM ' naBaaT pacTojaHHaTa Ha O, (ueHTapoTt
Ha OJHaIBOP OTMUIAHMOT Kpyr) Ao BpBoute A, B, C, T e..

b
A0 -bch =, (59"
—— —-—a

BO: -act=C, (59")
ol s s P pre
CO. = ab;,—_—c. 59")

Pacrojannero Ha O, no G ke ro noGueme ox (25) (O = S).
3emajiu ru Bo npensus (59) moGusame

1 1
0. 2_?(01,_ bc - ac)-—? (a% + b’+cg)v+4pafcc. (60)

Enna uuknnysa nepmyrauua Bo ¢opmynure (57), (58), (59)
¥ (60) Hu naBa aHaNOrHM (POPMYJH 32 OCTaHaJHTE ABA LEHTpA.
Taxa 3a (60) nmame

1 1 b
0.G" -5 (bc - ac— ab) ~ 5 (a*+ b’+¢’)+45€:% (60)

N |
0,G° = 5 (ca - ab — bo)— % (a2 + b +c*)+4 pafc; (607)

3anuure TpA paBencTBa coGpaHM 3aedHO co (48) HH
AaBaart

: 4
OG"+0.G"+0,G°+0.G* = 16R* — g5 (a* + b+ ¢?)

WAH, 8¥MMajKu BO npenBul (26), ja mmame penaupmjaral)

OG*+0,G*+0,G"+0.G*=45G" + 12R=. (61)

11. Kora Ke ru nomuoxume (45) co (57"') noGuBame

Eb’.:'Ea" = ab (62)

KOja 1ITO HM NaBa yuiTe efHa BPCKa Nomery pacTojaHujara Ha
O’ u Q. 10 BpBOHTE.

Cera moxeme xa ro Hajumeme ¥ pacrojaumero Ha O’ 1o O,
Os, O.. NmeHo on

— —
O’Oc = COc - CO’

1) G. Dostor, Distances du centre de gravité aux points remar-
quables du triangle (Annales de mathématiques, 3¢, série, t. i, 1883, p 270).
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cO nuratbe Ha KBaapaT W 3HMatbe BO npensua ddopmynaTta
(62) nmame

A2 abc? ’
0= pw-0 ©3
W aHajorHo
v yey bea® "
%= ro-a) e
ot cab® —
U0, p(p-B) €3")
HA KOj LITO 30uPOT WM. JaBa )
I 2 s Ta abe a b c
00%+ 003 +00; = pi(p,_a+p__o+p__c) (64)

12. PacTojaHuaTta Ha S go Op, Os, O, Ke ru Hajaeme on

—> —> —
SO.= AO. - AS .
Jlvrajku ru Ha KBalpaT JieBaTa B JeCHaTa CTpaHa W 8amajkn
ru Bo npeasul (57), (59) u (28) nmame

S0 - R+ ot < R+ 2R (65)
M aHaJorHo :
SO.-R+2Rra, (65")
SO; =R +2Rrs, (65™)
KoM coﬁpavuu 3aegHO co (53) masBaaTr
SO*+8S0,+S0,+SO; = 12R>. (66)

Hanomena: [To BpeMe Ha KOpeKTypara w3djeje Kiurara:- .
KapaMara, Komiackcan Opoj, Beorpag, Hayuna
Kibura, 1950 :
Ha ctp. 108 pacnpaBysann ce HEKOHM fipamiama 3a KOj
CTaHyBa 300p BO HallaBa pacnpasa, ¥ TOBa KOpHCTe]K'M
I KOMIJeKcHuTe OpoeBwu,

MPUJIOXEHUE TEOMETPHUH TPEYTOJIHUKA
" (Bwaood)
ABTOp noKa3shBaeT NPeHMyLIeCTBO BeKTOpHOH Meroab, ynerpelass

ee ans BHBONA HEROTOPLIX H3IBECTHLIX METpHYECKUX COOTHOlEeHHH U3 reo- -
METPpHH. NNIOCKOCTH. D :
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CONTRIBUTION A LA GEOMETRIE DU TRIANGLE
(Résumé)

I, Le but de cette Note est de montrer avec quel avantage on peut
appliquer la méthode vectorielle 2 ce tains probltmes de la géométrie
du triangle. A cet efiet nous partirons de la relation ,

— — — —
OP=a; OA+0, OB+ a4 0C M

en déstgnant par O l'origine, par P un point quelcongue du plan du
triangle ABC, et par o,, o, et a,ptrois quantités scalaires, telles que

ooy tog=1, 2)

c. hd les coordonnées triangulaires du point P par rapport au triangle
de base ABC. Il est connu (voir Spielrein {1, p. 68}) que

—_ —
ap: q=AC: CB
— —
Faita=B8BA": AC 3
— —>
01;‘13=CB':B'A

oit. A", B’ et ' désignent respectivement les points a‘intersection de la
droite AP avec le c opposé BC, etc. (voir tig. 2).

. 2. En prenant pour P le centre de gravité G du triangle ABC, il
s'qnsult. d’aprzs (1), (2) et (3), que ‘ ‘

oy =y =ay=173,
—_— e ) - :
8 0G= 04+ 0OB+0OC, 4
c. 2 d. en déplacant 'vrigine au point 4,
— 1 — -
AQ =3 (AB+A4C).

et

On en déduit, en tenant compte de
—r — —3
bC=AC- AB,
et en élévant au carré ces deux rela ions, que
—_—s 1
AG =g (288 + 267~ a¥).
ayant posé
— P —
a={BC|, b=|CA|, c¢=|AB]|.
Par perrggtgtxons circulaires, I'on en déduit les formules analogues
pour BG* et CG% qul additionnées dannent
AG*+BG*+ TGP~ 3 (@+83+03).
Etant donné que —_— s
. 2 AA =8 AQ,

1l s’en suit que le carré de la médiarme AA’ est donné par

H”n-} 03+2c2~ gy,

3. En déplagant i‘origine O au centre S
triangle ABC, gn ?aaura, d'aprés 4), que ° du cercle circonscrit au

—
8 SG=SA+SA+SC.
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En tenant compte des relations
— —p
AB =SB - SA,
—
—8-61 "SBJ
e 2 &
AC = SA - SC,
puis en additionnant ces quatres dernitres relations, apris les avoir
€élévées au carré, I'on en déduit (voir Laisant {2, p. 50})

—
BC =

ad 9 $G*+4B"+BC* + CA" -3 (S4*+ 5B+ 50Y), o3
.?G’ém—-s-(a=+bﬂ+c= , (@

oil 'on a posé e
| SA|=|SB|=|SC|=R.

, .., % En prenant dans les formules (1), (2). et 3, pour le point .P
I'orthocentre H du triangle ABC, étant donné cﬁne I'on aﬂdans cepcas é

Og: g - (@2 +c2—52) @+ b - (B,

o ag=(024-at—c?) : (B2 c3-a),

Ay ay={c?+ 52~ a3) : (¢4 a7 bY),
- ] o L4 1 =a - 1 —_—
Nipra_e T Ero-B B BIE-a

. 1: 1 " i
E l":(b_’=+c’w-a’+¢’;+cﬁ-bzfa’.+0=fc=)’
il s’ensuit que
— | 04 0B
OH‘ bﬁ»c=—a2+a'+c2—b=+

e
OC

Jelod o Lt
T E—_ctl \Bro—a @io-b dri—a

En tenant compte des:relations entre les cotés et les angles d'un
triangle, on aura

-+

o Gy o 1
tg ATtg B ig C tgA+tgB+tgC’
et d'oit I'on déduit que
OH= OA1g A+0OB tg B+0OC g C
tg A+tg B+tg C :
En deplacant I'origine O au point A, i1 s’ensuit que

— — —
AH =k (B®+ct-a? {(a®+P—c) AB +(a*+c2 -8 AC},
ol I'on a posé

LI (@P4c2— b%) 4 (a2+c2 - B?) (c2+ B2 — a?) + (a2 -+ b3 — c?) (b2 4-c2 - a?)

k]

Par pertmutations circulaires 1’on obtfent les formules analogues pour
—  —
BH et CH.

18



Enfin, en tenant compte de la relation d’'Euler
GH=2 SQG,
il s'ensyit, d'apres (6), que
. GH =4 R - %(a’+b’ c?)
@
HAS 29 R —(a*+b+c?)

5. Désignons par S le centre du cercle inscrit au triangle ABC. En
remplagant dans les formules (1), (2) et (3) P par S, étant donné. que A’
est dans ce cas le point d'intersection de la bissectrice de. I'angle en A
avec le cdté opposé BC, on aura o ‘ ;

- b;l—é cZ’z
A =3¢

et
S % % 1
a b ¢ a+b+c’
I' s’ensuit que (voir Bural-Forti e Marcolongo, p. 53)
—_— > —
-O-g, a0A+ b0B +-c0OC
T atb+c
et, en particuleir, lorsqu'on deplace l'origine O au sommet A du trian-
gle, que ‘

— bAB-cCA
bAL-cCA (7
AS = a+b+c :
De cette derntére relation I'on en déduit que
- bc(p-a) '
2 \ .
AS = ——— 2 ®
oll p désigne le demiperimetre du triangle ABC, et par permutations
cirCulazires, l'on en déduit les relations correspondantes relatives a B>
et C—S' .
De la relation (5), en deplacant S en &', en tenant compte, 'de (8),

'oa obtient pour la distance du centre S8’ du cercle inscrit au de:ifre de
gravité (G la valeur ‘ '

N | 1
S’G’=-3—(ab+bc+ac)—-9"(a=+b2+c=)—Rr. (9)
Enfin, du fait que
—_—3 —  —D
, S8 =AS - AS,
«n élévant cette relation au carré, et en tennant compte de

—2 =2 be(b+c)
2 AS 'As"a+b'-r-c'

I'on obtient pour distance des centres du cercle inscrit et surconscrit la

valeur T
SS"=R(R-2n),
r étant le rayon du cercle inscrit.
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6. En désignant par S, S,, S; les centres des cercles exinscrits
opposés aux sommets A, B et C, I'on ovtient par des considérations
semblables l¢s relations

— gOA+bOB- cOv
OS,,-::a + - eUJC

a+b-c 2
—_— =2
—3  bAB+ ¢CA (10)
c= T a+b-c
—_ -b
ASc = bet—,
et . p-¢

ainsi que les formules analogues relatives aux centres Sq et S».

Les distances du cenfre de gravité aux centres Sq, Sq et Sc sont
données par des formules analogues 2 la formule (9).

Bnfin, en multipliant (7) et (10), I'on obtient
—_— —
ASC * AS’ =bc’
d’'od I'on déduit, en tenant compte de la relation

e e
§'Sc=CS8S:-C¥,
pour la distance des centres §' et S; ia valeur

Par_permutations circu aires I'on obtient les valeurs correspondan-
tes pour §'S.% et §S6* qui additonnées donnent

r§2 1§2 _7";-'2_&'“ b , €
S8 +8 b+$bc—p p—-a+p—pr-—‘c-'
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