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Apstrakt. Ispituje se problem odredivanja slobodnog objekta sa bazom B u
varijetetu grupoida sa aksiomom f (x) = x, a pritom sc koristi apsolutno
slobodni objekt sa bazom B.

0. Uvod

Ako je G neprazan skup, a - : (x,y) = xy preslikavanje iz G’ u G, tada za
par G = (G, -) kazemo da je grupoid." Za grupoid G kazemo da je injektivan ako je
odgovarajude preslikavanje iz G’ u G injektivno, tj. (Vx,yuve G) (xy=uv = (x,y) =
(1, v) ). Element aeG je prost u G akoje (Vx, yeG)a#xy.

Pomoéu prethodna dva pojma se dobija sledeca karakterizacija apsolutno
slobodnog grupoida (t.j. slobodnog grupoida u varijetetu V  svih grupoida) ([1; L.1.5]).

Tvrdenje 0. Grupoid F = (F, ) je apsolutno slobodan sa bazom B akko
zadovoljava slededa dva uslova:

(i) Skup B prostih elemenata u ¥ je neprazan i generise F.

(ii) Fje injektivan.

Nadalje, pretpostavljamo da je F apsolutno slobodan grupoid sa bazom B.

Koristi¢emo pojmove duzina dvd i skup P(v) delova od v odredene sa:
fh]=1, [wf=]t]+[u] P(b) = {b}, P(tu) = {tu} U P(t) U P(u),

za svaki beB, t,u€F.

Ozna&iéemo sa E = (E, ») apsolutno slobodni grupoid sa jednoelementnom
bazom %eé, a njegove elemente sa f, g, h,... Elemente iz E zovemo grupoidni stepeni.

Interpretacija elementa feE u grupoidu G = (G, -) je preslikavanje f*: G —
G definisano sa f“(a) = @,(f), gdeje ¢,: E — G homomorfizam iz E u G koji je
ekstenzija preslikavanja A : e+>a. Dakle, ¢®(x) =x, (fh)“(x) =/“(x) h“(x), za svaki f,
heE, aeG. Uslugaju G =Fi G=E pisaéemo f(u)i flg) umesto f“(u)i f"(g).

Posmatrademo, najpre, interpretacije elemenata iz E u apsolutno slobodnom
grupoidu F. Neka su f, geE, t, ue F proizvoljni elementi. Indukcijom po duzini ([5]),
moze se pokazati:

Tvrdenje 0.1. | A7) |=|f]|z]

Tvrdenje 0.2. fin=guw) &|t|=|u| & (f=g & t=u).

Tvrdenje 0.3. fin=gu) & |t|>|u| & @heE) (t=hu) & g=/1h)).

Analogna tvrdenja Tv.0.1=Tv.0.3” prethodnim tvrdenjima, za E su jasna, pa
nece biti eksplicitno formulisana.

Definisaéemo na E novu operacijun "o" sa: fog={f(g).

Ako vazi jednakost f=go h, tada kaZemo daje h desni,a g levi delitelj za f.
Jasno jedasu f i ¢ ileviidesnidelitelji za £ Reéi éemo da je f reduciran u E ako je

! Pojmovi: podgrupoid, semigrupa, monoid, generatomi skup, homomorfizam grupoida,... imaju
uobidajeno znacenje ([2]).

f*£e & (f=goh = g=eorh=c).
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Na ovaj na&in je konstruisan monoid (E,°, ¢), za koji vazi sledece tvrdenje.
Tvrdenje 0.4. Monoid (E,o, e) je slobodan. Baza je beskonacan prebrojiv
skup reduciranih elemenata.

1. Slobodni f-idempotentni grupoidi

Pretpostavi¢emo, nadalje, da je feE\ {e} fiksiran, a sa V, ¢emo oznaCiti varijetet
grupoida u kojima vazi identitet f{x) =x. Nas cilj je da konstruiSemo slobodan objekt u V,
sa datom bazom B. Pri tome éemo koristiti sledeéi rezultat, dokazan u [4].

Teorema 1.0. Neka je R;€F odreden sa:
Ry ={ueF|(VteF) fit)e Pu)},

i neka je za u, veR;, u* v definisan sa:
S v:{uv, Uve Rf
t, uv=f(1).
Tada: :
(i) R¢=(R;, *) je grupoid sa najmanjim generatornim skupom B.
(i) Ako G =(G,-) eV, i A: B—G, tada postoji (jedinstven) homomorfizam
¢ : R, —G koji prosiruje A.
(iii) Ako je f reduciran, tada R,eV,.
(iv) Ako R, eV,, tadaje R, slobodan objekt u V, sa bazom B.

U radu ¢emo dokazati sledeca tvrdenja.
Teorema 1. Ako je f:g(”), ? gdeje g€ E reducivan, tada R, eV,

Teorema 2. Neka je f=goh, gde su g, he E reducirani i pri tom
g # h.Tada, R eV, akko gg P(h).

2. Dokazi Teorema 1i2

Prvo, ako f€ E i G =(G, ») je grupoid, tada éemo sa f~ oznatiti interpre-

taciju f uG, tj. e'(x)=x, (h; hy)'(x)=h,"(x) hy’(x), zasvaki xeG, h,, heE.
Dokaz Teoreme 1

Neka je f=g(”), n>1, i geE reducuran element. Tada je

R = {te F|(Y e F) g"(@)e PO},
Neka je r€ R;. Tada:

sonis) 80, 122" Yow)
£ (t) { a], t——'—g(n_])(a] )’

tu, tue Rf
1%y =
a, u=g"(a).

D Y
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“ gloy), t=g" V(@)
P =1a 1=2"@)
gD, 1#g" ().
Pretpostavimo da za k <n vazi:
¥y, t=2" o)
i 12 Ve, 1= Ne)
g(k) (B=4..
. =" ey)
k —k
2B, 122" ay).

Prema tome, imamo:

£ D), 1=2"V(a)
e e
gV 0=
Qpy» t= g(an-—] )
g" V@, t=g@y)

odakle sledi da je

[ g Diey)=t, 1=g"V(ey)

g P =t =" ey)

g™ 0=

glay,y)=t, t=g(@,)
L t#£g(0,_1)

Time smo pokazali da je g(”)* ()=t, tj. f()=t, zasvaki te R, paR;
ev,. 0

Dokaz Teoreme 2
U L.2.1 i L.2.2 pretpostavicemoda t€ R,.

Lema 2.1. Akoje 1"(t)=1(t), za svaki le P(H)\{f}, tadaje [*(t)=t.
Dokaz. Za f=f, f,, imamo f,, f,€ P()\ {f}, odakle sledi:
T O=/ 0 O=/0O* f(0=t0

Lema 2.2. Neka I€E je takav da lePYY\{f}, 1) #1(0), I pritom |I| je
najmanja. Tada postoje jedinstveni ueR;, EcE, takvidaje t=E&u), f=10&

Dokaz. Zbog 1(t)#1(t) imamo [ #e, paakoje /=1, 1, tada: ['(t) = L(t),
L(t) = I,(t), pa je [(t) =1,"(t) * L, (t) # I,(t) *L,(f) = I(f), odakle (prema definiciji *)
sledi daje () =u, gdeije Uf)=flu). Zbog |1|<|fl, dakle |¢]>[ul, premaTv.0.3,
postoji EcE, takav daje t=E(u), paiz (lo&)(u)=fu) sledi f=10E& ¢

Lema 2.3. Nekaje f=goh, gdesu g, he E, razliciti reducirani elementi.
Tada, postoji te R, takav daje h'(t)# h(t) akko geP(h).
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Dokaz. Neka teR, je takav da je h'(f) # h(t). Pokazademo da postoji /€
P(h)\{h}, takav da je I'(f) # I(f). Zaista, kada bi bila tacna jednakost /'(f) = /(t), za svaki
e P(h)\ {h}, tada bi imali A,"(t) = h,(t), h,'(t)= hy(t), gdeje h=h,h, Odatle, zbog
u=h(t) # h(t) = h,(t) hy(f), imamo Ah(f) = f{u). Iz poslednje jednakosti, zbog lul<]t]
(prema Tv.0.3), postoji E€E, takav daje f=&(u), ho&=f=goh, 3to nije moguce jer
su g i h razliéiti reducirani elementi iz E.

Neka Ie P\ {h} je takav da je ['(f) # I(f), pri ¢emu |I| je najmanja
moguéa. Ako je =141, tadaje ['(f)=1"(t) * ;" (t) = 1,(t) *L,(t) = (1) akko je /1) =
flw). Odatle, prema Tv.0.3, dobijamo da je i =&(u), [lo& =f= goh Poslednja
jednakost povlaci da je g levi delitelj za /, a h desni delitelj za &, 3to je moguce
samoakoje /=g, E=h.

Time smo dokazali da ako je h"(f) # h(f), zaneko teR;, tada geP(h).

Pretpostavimo da ge P(h). Pokazademo da postoji t€ R, takav da je h'(f) #
h(t). U tu svrhu, stavicemo ¢ = h(a), gde je aeB. Tada t|= I h I % ifl , odakle sledi da
te R, . (Naime, iz definicije skupa R, sledi da ako veF je takav da veR,, tada je
lfl < |vl .) Dovoljno ¢e biti da pokazemo da je |h"(h(a))|< |A]’.

Zbog toga 5to je g(h(a)) deo od h(h(a)), i g (h(a)) =a, naosnovu Tv.0.1 i
Tv.0.1, dobijamo da vazi gornja nejednakost. 0

Lema 2.4. Ako ge¢ P(h), tada R,eV,.

Dokaz. Prema L.2.3 imamo h°(f) = h(t), za svaki teR,. Odatle sledi da je
=g h®=gh®=t90
Lema 2.5. Ako ge P(h), tada R, eV,.

Dokaz. Kao i u poslednjem delu dokaza L.2.3, stavicemo ¢ = h(a), gde je
ae B. Prema L.2.3, imamo u = h'(f) # h(f). Treba pokazati da je g'(u) =g (h"(t)) # 1.

Akoje u=h(v), tada f () =g () =g (h(v)) =v#1.

Preostaje slucaj kada je, za svaki v, u# h(v). Tada je

g'(u) = g(u) = g(h'(1)) # t = h(a).

Jednakost g(u) = h(a) nije mogudéa bududi, prema Tv.0.3, iz nje bi sledilo da
postoji £€E, takav da je u =&(a), azatimi go&=h, Sto protivuredi &injenici da su g
i h razli¢iti reducirani elementi iz E. 0

Time smo kompletirali dokaz Teoreme 2.
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